Sujet : Problémes inverses spectraux et théoréme de
Borg-Levinson

Sujet de mémoire de master Il proposé par Yavar Kian

La notion de probléme inverse dépend fortement de celle de probléme direct. Le probléme direct consiste
& déduire la réponse du systéme donné. Pour les problémes inverses, le cadre est différent au sens ou cette
fois-ci le systéme n’est pas entiérement connu. Plus précisément, pour les problémes inverses, on dispose
d’un systéme avec des paramétres inconnus ainsi que d’informations partielles sur la réponse du systéme
et objectif est de déterminer entiérement le systéme. Ce types de problémes apparaissent dans différentes
applications comme en imagerie médicale, en géologie, en finance... Au dela de ces exemples, on remarque
que ces problémes apparaissent de fagon récurrente au quotidien, comme lorsqu’on se demande d’ou vient
tel son ou d’oil vient telle lumiére.

L’objectif de ce mémoire est d’étudier des problémes inverses spectraux qui constituent une des premiéres
formulations mathématiques des problémes inverses. Pour cela, on considérera des opérateurs de Schrodinger

de la forme )

—@‘*‘Q(x)

agissant sur L2(0, 1) avec condition aux limites de Dirichlet et avec ¢ € L?(0, 1) une fonction réelle.
On s’intéressera dans un premier temps a I’étude spectrale de ce type d’opérateurs. Plus précisément, en
étudiant certaines propriétés des solutions de problémes de la forme

Ay =

—u" 4+ qu — du = 0, sur (0, 1),

(0.0.1)
w(0) = ug, v (0) = us.

pour A € C une constante, on caractérisera les valeurs propres de 'opérateurs A, et certains vecteurs propres
associés. Par la suite, on étudiera a travers les systémes (0.0.1), certains comportements asymptotiques des
valeurs propres et vecteurs propres de A, et on vérifiera que le spectre de A, est constitué d’une suite
croissante de valeurs propres.

Une fois ces propriétés établies, on s’intéressera au probléme dit de Borg-Levinson consistant & déterminer
lopérateur A, & partir de son spectre. Par ailleurs, en supposant que la fonction g vérifie la condition de
parité : pour presque tout = € (0,1), ¢(1 — z) = ¢(z), on montrera que le spectre de A, détermine de fagon
unique la fonction g et, de ce fait, 'opérateur A,.

Dans ce mémoire, on pourra aussi envisager 1’étude de ce types de résultats dans le cadre multidimensionel
ou encore pour des opérateurs plus complexes.
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