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Ensembles usuels en mathématiques

On désigne généralement les ensemble les plus usuels par une lettre a double barre :

N I'ensemble des entiers naturels

N* 1’ensemble des entiers strictement positifs

Z l'ensemble des entiers relatifs (positifs, négatifs ou nuls)

Z* 1'ensemble des entiers non nuls

@Q l'ensemble des nombres rationnels (s telque peZetqge Z*)

R l'ensemble des réels

R* I'ensemble des réels autres que 0

C l'ensemble des nombres complexes

Intervalles

Inégalité(s)
asx<b
a<x<b
asx<b

a<x<b

|x|<aaveca=0
|x|<aaveca=0
|x|=aaveca=0

|x| >aaveca=0
VxeR

X#a

Ensemble Représentations graphique
a b
[a, b] g b ;:' ;;9
[a, b g 5 E [b

a
la,b] " +—3

[a, +ool ¢ E
1a, +ool d 1 -
100, ] 4 1
1— o0, bl 8 r
[—a,al P —[a 'J?
o ot —
] — 00, —al U [a, +ool &8 ]a c:r_
] - 00, —alula, +ool 4 Ea a]

] =00, +00]
a a

] —o00,alula,+oo[=R\{a}

Symboles utilisés dans le document

astuce
attention

remarque

exercice

exemple

@ & B < = PN BD

curiosité

N

méthode, algorithme, cas particulier

exercice de base

définition, théoreme, corollaire, proposition, propriété(s)

Notations



Notations

> strictement supérieur
< strictement inférieur
= supérieur ou égal

< inférieur ou égal

# différent

équivaut (équivalence logique)

—_~

} ensemble

A\B  ensemble A privé de I'ensemble B, i.e. Ca (B) le complémentaire de B dans A
ensemble vide

tel que

appartient

n’'appartient pas

pour tout (quantificateur universel)
il existe (quantificateur universel)

il n'existe pas

il existe un et un seul

est sous-ensemble (est contenu)
union d’ensembles

intersection d’ensembles

ou

et

non

si...alors; implique

ﬂuJ><DCﬂ!—HmUJ<E‘FQm_@

si et seulement si
ssi si et seulement si
In logarithme de base e
log,, logarithme de base a
0o infini
S symbole d’intégrale
" oai somme par rapport a l'indice i, équivauta ap + aj +--- + a,

o ai produit par rapport a 'indice i, équivaut a ap x ay x -+- x ay

n! n factoriel, équivauta 1 x2 x---xn

gof  composéde f par g (on dit «g rond f» ou encore «f puis g»)
f, % symboles de dérivée

@ utilisation de la régle de I'Hopital

(PP) s . .
= Intégration par parties
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1.1 Formulaire de géomeétrie plane

¢
2
h
b
b
a/ |k <
2
b
b
a h c
B
C
0 ]’l (=4
n H m
A c=n+m B

Formulaires de géométrie

Périmétre p=4¢
Aire A=/¢?

Périmétre p=2(b+h)
Aire A=bh

Périmétre p =2nr

Aire A=7nr?

Périmétre p=b+h+i
Aire A= %

Périmétre p=a+b+c
Aire A=Y =1\/p(p—2a)(p—2b)(p—20)

Périmétre p=a+B+c+b
. _ (B+b)h
Aire A==

Triangle rectangle en C : ACB = /2
=a?+1?
Théoréme de Pitagore | b? = h?+n?,
a’=h*+m?
b*=cn

azzcm

Premier théoréme d’Euclide

Deuxiéme théoréme d’Euclide %2 =nm



1 Formulaires de géométrie

1.2 Formulaire de géométrie solide

Surface latérale S, =4¢?
Surface totale Sy = 6¢2
Volume V =/¢3

Surface latérale S, =2c(a+b)
Surface totale S, =2(ab+ ac+ bc)

Volume V =abc

Surface latérale S, =2/¢a

Surface totale St =20a+¢?
Volume V = [;—h

Surface latérale S, =2nrh
Surface totale Si, =2nrh+2nr?

Volume V =7nr2h

Surface totale S = 4772

Volume V= 3773

— Exercices —

4 Exercice 1.1
La scene d'une salle de concert a la forme d’'un demi-cercle. Sa longueur est de 16 m. Quelle est sa surface, en m?2?

# Exercice 1.2
La piste de course d'un stade entoure le terrain qui a la forme d'un rectangle dont les deux c6tés sont dotés de demi-cercles.
Silalongueur du rectangle est de 100 m et sa largeur est de 30 m, quelle est la longueur de la piste ?

¢ Exercice 1.3

1. Dans un triangle ABC, rectangle en A, soit AB = 8 et AC = 6. Quel est son périmétre ? Et son aire ?
2. Laire d'un carré égale a. Quelle est la longueur de sa diagonale ?

3. Une pyramide a base carrée a une hauteur de 9 cm. Si le volume de la pyramide égale 768 cm3, quelle est la longueur
du coté de sa base?

© G. FaccanNoNI — 2017-2018 5



1 Formulaires de géométrie

# Exercice 1.4
Considérons un rectangle ABCD et les trois cercles ayant \

pour centre A et pour rayons AB, AC et AD. Colorions en-
suite la couronne de frontiéres les deux cercles de rayon AB
et AC et le disque de rayon AD. Laquelle des deux zones
coloriées possede 'aire la plus grande ?

# Exercice 1.5
On veut faire un paquet cadeau (voir dessin). On donne L =25cm, [ = 15cm, h = 12cm. Calculer la longueur de la ficelle
nécessaire sans les nceuds.

h=12cm

ES
N

¥ Exercice 1.6

Imaginons que I'on entoure la Terre, au niveau de I'équateur,
avec une ficelle, puis que I'on allonge cette longueur de ficelle
d’'un metre. Quel sera I'espace libre ainsi créé entre la Terre et
la ficelle ? Méme question pour une balle de tennis.

# Exercice 1.7

Une machine lance des fléchettes au hasard sur une cible circulaire inscrite dans un carré d’1 m de c6té. Certaines fléchettes
tombent dans le cercle, d’autres a coté (donc entre le cercle et les angles du carré). Un compteur qu’on initialise a 0 affiche
en permanence le nombre de fléchettes f qui ont atteint la cible. Aprés n tirs, on calcule le rapport f/n. Que va devenir ce
rapport quand n devient tres grand ?

6 © G. FaccaNont — 2017-2018
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2.1 Pourcentages

2.1 Définition (Pourcentage)
Un pourcentage est une fraction dont le dénominateur est 100.

<6 EXEMPLE
* 1% =1/100 = 0.01

* 20% de 3kg correspond a 0.2 x 3kg = 0.6kg

2.2 2 Définition (Pente)
Sur les panneaux de signalisation routiere ou sur les pistes de skis, I'inclinaison des pentes est généralement exprimée sous
la forme d’un pourcentage plutot que celle d'un angle. On aurait tort de croire que cette valeur correspond directement
a une valeur d’angle. En réalité, la pente est définie comme une distance verticale (un dénivelé) divisée par la distance
horizontale correspondante :

Distance parcourue verticalement

Pente (en %) = — -
Distance parcourue horizontalement

Dans le cas d’'une pente a 100%, chaque metre parcouru horizontalement correspond a une montée d’'un metre verticale-
ment. Uangle entre la route et I'horizontale est alors de 45°, et non davantage comme on le croit parfois.

S ///\%6\0

On verra plus tard, lorsqu’on aura abordé les fonctions trigonométriques, que le passage entre un angle «a et la pente
correspondante p se fait grace a la fonction tangente : tan(a) = p. Ainsi, si a < 45° alors p < 100% tandis que si a > 45°
alors p > 100%. Réciproquement, on peut obtenir la pente a partir de I’angle correspondant grace a la fonction inverse,
I'arc-tangente : arctan(p) = a. Il est clair alors que limg_gg° p = +00.

2.3 2 Définition (Taux)
Le taux d’augmentation (ou de diminution) est le rapport de la partie augmentée (ou diminuée) a la valeur initiale. Il est
exprimé en pourcentage.

® EXEMPLE
Lorsqu’on augmente une quantité a de 20% on obtient la quantité a+0.2x a=(1+0.2)a=1.2a.



2 Méthodologie disciplinaire

FIGURE 2.1 — Confusion entre augmentation et réduction en pourcentage.

“® EXEMPLE
1. Dansun zoo, il ya 2 000 animaux. Parmi eux, 1 200 sont des mammiferes. Cela correspond a 1200, 7100% = 0.6x100% =

2000
60% de mammiferes dans le zoo.
2. Dans le méme zoo, parmi les 2 000 animaux les reptiles constituent 5%. Cela correspond a 2000 x 5% = 2000 x % =100
reptiles. On peut également imaginer ce probleme en tant que proportionnalité : si 2 000 animaux correspondent a
2000 _

100%, combien d’animaux correspondent a 5% ? Ainsi on crée une proportion : S5 = % d’ot x = 100.

3. Toujours dans le méme zoo, parmi les 2 000 animaux, 25% sont des oiseaux et 3% des oiseaux sont des aigles. On
obtient alors 2000 x 25% x 3% = 2000 x % x % =15 aigles dans le zoo.

4. Une année s'est écoulée dans le zoo, et le nombre d’animaux est devenu 2 030 : 22332000 % 100% = 533~ x 100% = 1.5%

2000
est le taux de croissance du nombre d’animaux.

5. Le nombre de reptiles dans le zoo, comme on I'a vu, est de 100. Aprés un an, leur nombre a augmenté de 15%, mais
I'année suivante il a diminué de 11%. On veut calculer le nombre de reptiles a la fin de la deuxieme année. Le réflexe
presque naturel serait d’ajouter 15%, en déduire 11% et ainsi obtenir 104 reptiles, mais c’est faux. La solution correcte
se présente de cette facon :

* lere année : 100 x (1+15%) = 100 x % =115,

* 2éme année :115x (1—-11%) =115 x % =102.

La réponse est 102.

<® EXEMPLE
Un prix subit trois augmentations annuelles successives : 10%, 50% et 90%.

* Pour calculer le pourcentage d’augmentation global durant ces trois ans, on multiplie le prix par 1.1 x 1.5x 1.9 = 3.135.
Cela correspond a une augmentation global de 213.5%.

* Pour calculer le pourcentage d’augmentation annuel moyen, on cherche g tel que g* = 3.135; on obtient g = v/3.135 =
1.464. Donc 'augmentation annuelle moyenne est environ 46.4%. On remarque que si on avait pris la moyenne
arithmétique de 10%, 50% et 90%, on aurait obtenu un résultat trop grand, a savoir 50%.

<® EXEMPLE
Si on vous propose de diminuer votre salaire de 50% et ensuite de I'augmenter de 80%, le salaire est multiplié par (1 —0.5) x
(1+0.8) =0.9. Cela correspond a une diminution global de 10%.

# TVA La taxe sur la valeur ajoutée (TVA) s’applique sur le cofit «initial» d'un produit, dit «<hors taxe» (HT). En France,
quand la TVA est applicable, son taux atteint le plus souvent soit 19.6%, soit 5.5%. Le montant de la TVA égale alors le prix
HT multiplié par le taux de TVA. Le prix «toutes taxes comprises» sous-entend le prix HT majoré du montant de la TVA.

“® EXEMPLE
* Sile prix HT d'un repas pour une girafe est 20 € et si le taux de TVA applicable a la nourriture est de 5.5%, quel est le
prix TTC que le zoo paye pour ce repas ? On trouve d’abord le montant de la TVA applicable : 20€ x 5.5% = 1.10€.
Ensuite, on additionne le prix HT et le montant de la TVA : 20€ + 1.10€ = 21.10€. Pour accélérer le calcul du prix
TTC, on peut multiplier le prix HT directement par 1.055 si le taux de TVA est 5.5% (i.e. 1 +5.5%), ou par 1.196 si le
taux de TVA est 19.6% (i.e. 1 +19.6%).

8 © G. FaccaNont — 2017-2018
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* La direction du zoo décide d’acheter une nouvelle grille pour la cage d'un des lions. Le prix TTC de la grille est 1000 €.
Quel est son prix HT, si le taux de TVA applicable a ce type de produits est de 19.6% ? Pour trouver le prix HT a partir
du prix TTC, il suffit de diviser soit par 1.055 si le taux de TVA est 5.5%, soit par 1.196 si le taux de TVA est 19.6%. Ainsi
1000€/1.196 = 836.12 €.

/~ Astuce (Pourcentages)
* Pour appliquer un taux de pourcentage p% a un nombre x on le multiplie par WPO'

* Le taux de pourcentage de x par rapport a y est égale a § % 100.

. . p
* Pour augmenter un nombre x de p%, on le multiplie par 1 + 155-
* Pour diminuer un nombre x de p%, on le multiplie par 1 — 155.-
* Pour une augmentation de p%, la valeur initiale est égale a la valeur finale divisée par 1 + WPO'
* Pour une diminution de p%, la valeur initiale est égale a la valeur finale divisée par 1 — %.
*

Pour composer (enchainer) les pourcentages, il ne faut pas les ajouter.

2.2 Proportionnalité et regle de trois

La regle de trois est une recette utilisée pour calculer dans des situations de proportionnalité. Son symbole, une croix, n’est
pas tres intuitif pour décrire une situation que les mathématiciens qualifient de linéaire et qu’ils représentent par une
droite. C’est une notion subtile qui se rapproche de celle de fraction.

Une situation est proportionnelle lorsque des parts égales contribuent au tout de la méme facon.

“® EXEMPLE

Supposons que pour faire des crépes pour 8 personnes, il faille 250 g de farine, 4 ceufs, un demi-litre de lait et 50 g de beurre.
En divisant en deux parts égales tous les ingrédients, on pourra faire des crépes pour 4 personnes. Si 'on n’était que 2,
on pourrait a nouveau diviser ces quantités en 2, c’est-a-dire : 62.5 g de farine, 1 ceuf, 125 mL de lait et 12.5 g de beurre. Si
nous faisons 4 tas comportant chacun cette liste d’'ingrédients, nous pouvons faire, avec chacun d’eux, des crépes pour 2
personnes. Avec deux tas, nous retrouvons nos quantités pour 4 personnes et avec 4 tas, nos quantités pour 8 personnes. Et
ainsi, si nous étions 6 personnes, il suffirait de prendre 3 de ces tas.

Comme I'ceuf n’est pas divisible en deux parties, avec cette idée, on peut trouver la quantité d'ingrédients pour faire des
crépes pour un nombre pair de convives en prenant autant de tas qu'il y a de couples de convives. Si nous étions un nombre
impair, il faudrait soit en prévoir un peu moins, soit un peu plus que la quantité prévue par la recette.

Cette situation peut se résumer par un tableau de proportionnalité

Nombre de convives 2 4 6 8
Farine 62.5g 125¢g 187.5g 250¢g
(Eufs 1 2 3 4

Lait 0.125L 0.25L 0.375L 0.5L
Beurre 12.5g 25g 37.5g 50g

Définition (Grandeurs proportionnelles)
On peut dire que deux grandeurs x et y sont proportionnelles s’il existe un nombre m tel que y = mx (le nombre m est le
coefficient de proportionnalité).

o Remarque
Une proportion représente une égalité de deux fractions :

a_c
b d
La qualité notable de la proportion est le fait que les produits des membres «en croix» sont égaux entre eux. Pour la

proportion ci-dessus
ad = bc.

Ceci signifie également qu’on peut échanger les places des membres «en croix» de la proportion, sans que 1'égalité perde

son sens :

c d c d b b
e —— L —— e =
d b a c a

d

SIS

a
b

© G. FaccaNoNI — 2017-2018 9
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“® EXEMPLE
Johann gagne de I'argent en été en tondant les gazons de ses voisins. Il est payé pour ses services par metre carré de gazon
tondu. S’il a tondu les 25 m? du gazon de Mme DUPONT pour 10€, combien Mme DUBOIS devra-t-elle payer pour les
services de Johann si son gazon mesure 35 m? ?

25m? _ 35m?

Notons x le prix que devra payer Mme DUBOIS. On a alors la proportion 3% = =2Z- ce qui donne x € =35 m? x 2150n€12 =14€.

“® EXEMPLE (PARTAGES PROPORTIONNELS)

. . N PR . _ y _ .
Partager une somme de 2400 <€ en deux parties x et y proportionnelles a 7 et 5, ceci signifie que § =g avec x+y=2400:
_J — —
1=1 . 2 =480~ 3, - x = 1400,
X+ y =2400, y =2400 - x, y =1000.

# fchelle La proportionnalité est également utilisée dans la notion de I'échelle. L'échelle d'une carte ou d'un plan est
notée normalement en format «1 + a», ol a indique le taux de réduction du plan par rapport au terrain réel :

longueur sur le dessin

échelle = -
longueur réelle

® EXEMPLE

Une carte est dessinée a I’échelle 1 + 250000 signifie que chaque kilometre sur le terrain a été réduit 250000 fois pour étre
représenté sur la carte : soit 1 km du terrain correspond a 4 mm sur la carte. Soit, inversement, chaque unité sur la carte
représente 250000 unités sur le terrain : par exemple, 1 cm sur la carte représente 250000 cm sur le terrain soit 2.5 km.

“® EXEMPLE

Sur un plan dessiné a I’échelle 1+ 1500, la distance entre deux arbres est 16 cm. Pour calculer la distance entre ces arbres en
réalité on crée une proportion : ﬁ = IXGCCI;“ d’ol1 x =240m.

A ArtenTION

Toutes les grandeurs ne sont pas proportionnelles.

“® EXEMPLE
1l existe en fait toute sorte de variation d'une quantité en fonction d’'une autre et la situation de proportionnalité est la plus
simple, aussi essaye-t-on toujours, quand c’est possible, de s’y ramener.

* La distance de freinage ne se relie pas simplement au temps de réaction du conducteur. Siil ou elle met deux fois plus
de temps a réagir, la voiture parcourra tres certainement bien plus que deux fois plus de distance avant de s’arréter.

* Le temps mis par un athléte n’est pas non plus proportionnel a la distance qu'il parcourt. Le record du monde
du 400 m est supérieur a deux fois le record du monde du 200 m. Au cours d’'un 10000 m les premiers tours sont
parcourus a des vitesses différentes des derniers tours.

* Le colit d'une course en taxi comporte une prise en charge a laquelle s’ajoute une somme proportionnelle au nombre
de kilometres parcourus.

* Certains phénomeénes sont quadratiques. Le poids d’'un disque (homogene) de métal n’est pas proportionnel a son
rayon, mais au carré de son rayon.

2.3 Géométrie analytique

Définition (Droite)
Soient a, b, ¢ € R fixés. Les points (x, y) du plan qui vérifient I'équation

ax+by+c=0
appartiennent a une droite. Si b # 0, on peut réécrire cette équation sous la forme
y=mx+gq

avec m = — la pente de la droite et g = —§ I'interception de la droite avec I'axe des ordonnées.

10 © G. FaccaNont — 2017-2018
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2.6 @ Propriété
Soient m; et my la pente de ry et r» deux droites, alors

* 11/ rp sietseulement si my = my,

* 11 L rysietseulementsi my x my =—1.

ff Intersection de deux droites Si deux droites d’équations a;x+ by y+c; =0et axx+ b,y + c2 = 0 ne sont pas paralléles,
elles se croisent en un point qui est solution du systeme linéaire

arx+by+c =0,
arx+boy+c,=0.

En particulier, pour calculer les intersections d’'une droite d’équation ax + by + ¢ = 0 avec les axes, il suffit de résoudre deux
systemes linéaires :

* intersection avec I’axe des abscisses : * intersection avec I’axe des ordonnées :
ajx+byy+c =0, aix+by+c =0,
y=0; x=0.

# Droite passant par deux points ['équation de la droite passant par les deux points (x1, y1) et (x2, y2) est

X=X Six] = Xo,
Yo— .
=——(x-x)+ ) Si Xy # Xo.
X2 — X1

2.7 @ Définition (Cercle)
L'équation du cercle de centre (x., y.) et rayon r est

(x—x)%+(y—yo)* =71

On peut réécrire cette équation sous la forme

2 2
¥ +y*+ax+By+y=0, (——) +(—E) -y=0,

2
avec xo =95, yo = —g etr= \/(—%)2+(—§) -7.

2.4 Puissances

. —C
2.8 © Propriété @ (a")=a"* ® (@)= (l)
® al-af=abte @ (a-b)f=a‘ b a
® a’:a=alc ® (a:b)°=a:b° @ Ya=a'c

@’ Produits a apprendre par cceur

(A+B)?> = A>+2AB + B? ® (A2-B>)=(A-B)-(A+B)
(A+B)}=A3+3A’B+3AB*+ B3

(A+B+C)?=A?+B?>+C?+2AB+2AC+2BC
(A—-B-C)?=A?+B?>+(C?-2AB-2AC+2BC @ (A*+B%=(A+B)-(A2— AB+B?)

® (A3-B%=(A-B)-(A%+ AB+B?

® o6

®D ans les dessins ci-dessous, nous allons illustrer, en découpant un carré, I'identité (A + B)2 = A2 +2AB + B2 et I'identité
de PYTHAGORE A% + B? = C? ol1 A, B et C sont les longueurs des c6tés d’un triangle rectangle.

© G. FaccaNoNI — 2017-2018 11
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| A ) B |
Qq
T * <
Q AB B?
% - 1
Qq
< A? AB 1 1
I B T A |
I A T B 1
(A+B)> =C?+448
—_— —
(A+B)?>= A+ B*>+2AB A2+ B2+2AB
# Divisibilité d'un binome
* le bindme x" + a”"
x avec n impair n'est divisible que par x + a eton a
X"+at=x+a) " —ax" o —a x+a"h,
x avec n pair n’est pas factorisable dans R;
* x"—a"
x avec n impair n'est divisible que par x —a eton a
-a"=(x-a)- " +ax"*+-+a"Px+a"h,

x avec n pair est divisible par x — a et par x + a. Pour le factoriser, il convient de considérer le bin6me comme la

différence de deux carrés :

g = (xn/z + an/Z) . (xn/z - an/Z) )

On vérifie ensuite si les deux bindmes ainsi obtenus sont encore factorisables sur R.

2.5 Equations et inégalités de degré 1

Solutions Solutions de

del'équation  l'inégalité

Solutions de

I'inégalité

ax=D>b ax>Db ax<b
Sia>0 X ="/ X >"a X<’/
Sia<0 X =" X <’la X >/,

2.6 Equations et inégalités de degré 2

On ne considere ici que le cas a > 0 auquel on peut toujours se ramener

12
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Soit Solutions Solutions de Solutions de
A:=b*-4ac de I'équation I'inégalité I'inégalité
(a>0) ax®+bx+c=0 ax®+bx+c>0 ax’+bx+c<0
. -b+Vb?—-4ac
SiA>0 x1,2=2— X< X1 0UX>Xp X1 <X<Xp
a
(x1 < x2)
. b b .
SiA=0 X]=Xp=—— X#—— A solution
2a 2a
SiA<O A solution réelle VxeR A solution

Rappelons que

* ax’+bx+c=alx—x)(x—x)

X1+ X2 =—"/a
*
X1 X2 ="Ca

Le tableau ci-dessus a une interprétation géométrique : si on associe au trinéme ax? + bx + ¢ la parabole d’équation
y = ax® + bx + ¢, on peut interpréter les solutions de I'équation ax? + bx + ¢ = 0 comme les intersections de la courbe
représentative de la parabole avec I'axe des x. Ci-dessous, les figures du haut représentent les trois positions possibles
de la parabole lorsque a > 0 : de gauche vers la droite on a aucune intersection, une intersection et deux intersections
(respectivement, A >0, A =0, A <0). En bas les trois cas lorsque a < 0 : de gauche vers la droite on a deux intersections, une
intersection et aucune intersection (respectivement, A <0, A =0, A > 0). Pour résoudre les inégalités ax®+bx+c>0o0u
ax?+ bx + ¢ < 0 il suffit d’étudier la position de la parabole y = ax? + bx + ¢ par rapport a 'axe des x :

* les cercles représentent les solutions de I'équation ax? + bx+c¢=0;
* en bleu on ales solutions de 'inégalité ax®+bx+c>0;

x en vert pointillé les solutions de I'inégalité ax® + bx + ¢ < 0.

N\/ M m
% . 4 % S %
a>0,A<0 a>0,A=0 a>0,A>0
f) fx) fx)
a<0,A>0 a<0,A=0 a<0,A<0
-t % o % %

© G. FaccaNoNI — 2017-2018 13



2 Méthodologie disciplinaire

2.7 Equations et inégalités qui contiennent des valeurs absolues

2.9 Définition (Valeur absolue)
La valeur absolue d'un réel x est le plus grand des deux nombres x et —x. On la note | x| et on a donc

VxeR |x| =max{x,—x}.
2.10 Propriété ® lal<b < -b<a<hb VabeRb=0
© lal=0 < a=0 @ lalzb < a<-boua=b VabeR b=0
@ Jlal=|-al VaceR
® la-bl=lal-1b| Va,beR lal<|bl &= a*<b* Va,beR
@ |%|=% Va,beR b #0 ©® Va&@=l|al VaeR
® |al=|bl < a=boua=-b VabeR |lal-Ibl|<la+bl<l|al+|bl YabeR

2.11 Définition
Soit f: 9§ — R une application. Alors

_ fx) sif(x)=0
|Fe0l _{—f(x) si f(x)<0.

® EXEMPLE
x+1 six=-1
Ix+1|= .
-x—1 six<-1

2.8 Equations exponentielles

Une équation est exponentielle si I'inconnue apparait en exposante.

Equation Solution

a‘*=c x=log,c

(aveca>0,a#1)

mal® = np8™ Inm+ f(x)Ina=Inn+g(x)Inb
(aveca,b>0,a#1,b#1)

fla9=c On pose t:= a*

(aveca>0,a#1)

2.9 Propriétés des logarithmes

2.12 %3 Propriété
Soita>0,a#1.

@ Si by >0et b, >0 alorslog, (b - by) =log,(b1) +log,(b,).
@ Sib; >0et b, >0alorslog, (Z—;) =log, (b)) —log,(by).

® Sib>0alors loga(hk) = klog,,(b).

@ log,(1) =0.

® log,(a)=1.

® log,(a%) =c.

14 © G. Faccanont — 2017-2018
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@ Sic>0alors al°8.( = ¢

Sib>0alorslog,(b) = }ggcg

avec ¢ >0 et ¢ # 1 (Regle du changement de la base).
Notamment, on rappelle la chaine d’égalités suivante :

1
“log,a

1 1
log, x = -log, (;) = —log,, x =log,, (;)

2.10 Equations logarithmiques

Une équation est logarithmique sil'inconnue apparait sous le symbole de logarithme. Puisqu'on alog, a =log, e-Ina = iﬁ—;,

on peut toujours se ramener au cas ol I'inconnue n’apparait qu’en argument du logarithme.

Equation Solution
fx)>0
logaf(x) ¢ {f(x) =a‘

(aveca>0,a#1)

fx)>0
log, f(x) =log, g(x) g(x)>0

fx) =g

(aveca>0,a#1)

f(log,g(x))=¢ Il faut g(x) >0

(aveca>0,a#1) On pose f:=log, g(x)

2.11 Systemes linéaires

2.13 @ Définition (Systeme linéaire)
Soit n, p, = 1 des entiers. Un SYSTEME LINEAIRE 7 x p est un ensemble de n équations linéaires a p inconnues de la forme

anx;, + ... + aipXp bl,
(S) :

amx1 + ... + appxp = by

* Les COEFFICIENTS a;; et les SECONDES MEMBRES b; sont des éléments donnés de R.
* Les INCONNUES Xy, X,..., Xp sont a chercher dans R.

* Une SOLUTION de (S) est un p-uplet (x1, X2,..., Xp) qui vérifie simultanément les n équations de (S). Résoudre (S)
signifie chercher toutes les solutions.

* Un systéme est IMPOSSIBLE, ou incompatible, s’il ”’admet pas de solution.
Un systéeme est POSSIBLE, ou compatible, s’il admet une ou plusieurs solutions.

* Deux systemes sont EQUIVALENTS s’ils admettent les mémes solutions.
* Le SYSTEME HOMOGENE associé a (S) est le systéme obtenu en remplacant les b; par 0.

* Un systeme est CARRE si n = p.

@ Equilibrage de réactions chimiques Du point de vue mathématique, équilibrer une réaction chimique signifie trouver
des coefficients (dans N ou Q), appelés coefficients stoechiométriques, qui satisfont certaines contraintes comme la
conservation du nombre d’atomes, ou la conservation du nombre d’électrons (pour les réactions red-ox), ou la conservation
de la charge (pour les réactions écrites sous forme ionique). Toutes ces contraintes dépendent linéairement des coefficients
steechiométriques, ce qui amene tout naturellement a I’écriture d'un systéme linéaire.
Par exemple, considérons la réaction

Hy+ Oy — H>0.

© G. FaccaNoNI — 2017-2018 15
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Notons x1, X2 et x3 les coefficients steechiométriques
x1Ho + x202 — x3H50.

Les contraintes sont :
1. la conservation du nombre d’atomes d’hydrogene : 2x; = 2x3,
2. la conservation du nombre d’atomes d’oxygene : 2x; = x3.
On note qu’on a 3 inconnues mais seulement 2 équations linéairement indépendantes; en effet, les coefficients stoechiomé-
triques ne définissent pas des quantités absolues mais seulement les rapports entre les différents éléments. Par conséquent,
si (x1, X2, x3) équilibre la réaction, alors tous les multiples entiers de (x1, x2, x3) équilibrent aussi la réaction.
Pour résoudre le probleme sans parametres, fixons arbitrairement un des coefficients, par exemple x3 = 1. On doit alors
résoudre le systéme linéaire
2x1 =2
Z.X,'Z =1

On trouve alors x; =1 et x = 1/2. Si nous voulons des coefficients stoechiométriques entiers, il suffit de multiplier tous les
coefficients par 2 et on a ainsi
2H,+10, — 2H,0.

Définition (Systeme échelonné)
Un systéme (S) est EN ESCALIER, ou ECHELONNE, sile nombre de premiers coefficients nuls successifs de chaque équation
est strictement croissant.

Autrement dit, un systeme est échelonné si les coefficients non nuls des équations se présentent avec une sorte d’escalier a
marches de longueurs variables marquant la séparation entre une zone composée uniquement de zéros et une zone ou les
lignes situées a droite de I’escalier commencent par des termes non nuls, comme dans I’exemple suivant de 5 équations a 6
inconnues :

5X1 —X2 —Xx3 +2Xx4 +x5 = b
3x3 —Xx4 +2x5 by

3 —-X5 +Xs = b3 S
5x6 = b4
0 = bs

# Réduction Quand un systéme contient une équation du type
0xp+---+0xp =D,

* si b #0 le systeme est impossible,
* si b =0, on peut supprimer cette équation, ce qui conduit a un systéme équivalent a (S) dit SYSTEME REDUIT.

fMéthode du pivot de GAUSS Soit (a; ) 1<i<, la matrice des coefficients du systeme (S).

1=j=<p
La méthode du pivot de GAUSS comporte n — 1 étapes : par des opérations élémentaires sur les lignes a chaque étape j on
élimine I'inconnue x; dans les lignes L; pour i > j.

Etape j : en permutant éventuellement deux lignes (i.e. deux équations) du systéme linéaire, on peut supposer a ij %0
(appelé pivot de I'étape j). On transforme alors toutes les lignes L; avec i > j selon la regle :

ajij
Li—Li-—1Lj,
i
Ji
on élimine I'inconnue x; dans chaque lignes L; du systéme linéaire pour i > j.

En réitérant le procédé pour i de 1 a n — 1, on aboutit a un systeme échelonné.

“® EXEMPLE
On résout par la méthode de GAUSS le systeme linéaire suivant :

X1 +2x0+3x3+4x4=1,
2x1+3x2+4x3+x4 =2,
3x1+4x2+x3 +2x4=3,
4x1+x2 +2x3+3x4=4.
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X1+2x2+3x3+4x4=1 Ly—Lp=2Ly X1+2x0 +3x3 +4x4=1

L3—L3-3L;
2X1+3Xx2+4X3 +X4=2 Ly—L4—4L, —Xo —2X3 —7x4=0
3x1+4x2 +x3+2x4=3 Etape k=1 —2x2 —8x3—10x4=0
4x] +X2+2x3+3x4=14 —7x2—10x3—-13x4=0
I a2l X1+2X24+3x3 +4x4=1 X1+2X0+3x3+4x4=1
3—L3-2L
Ly—Ly—7L —Xo—2X3 —7X4=0 Ly—Ls+L3 —X2—2X3—7x4=0
Etape k=2 —4x3 +4x4=0  Feape k=3 —4x3+4x,=0
4x3+36x4=0 40x4=0

donc
x4=0, x3=0, x=0, x3=1.

@7 Méthode de GAUSS-JORDAN Dans cette variante de la méthode du pivot de GAUSS, a chaque étape on fait apparaitre
des zéros a la fois au-dessus et en-dessous du pivot.

Etape j : en permutant éventuellement deux lignes (i.e. deux équations) du systéme linéaire, on peut supposer a iji#0
(appelé pivot de I'étape j). On transforme alors toutes les lignes L; avec i # j selon la regle :

aij
Li—L;— L Lj
i
i
ainsi on élimine I'inconnue x; dans toutes les lignes L;. En réitérant le procédé pour i de 1 a i, on aboutit a un systeme
diagonal.

® EXEMPLE
On résout par la méthode de GAUSS-JORDAN le systéme linéaire suivant :

X1+2Xx2+3x3+4x4=1
2X1+3x2+4x3 +x4=2
3x1+4x2 +x3+2x4=3
4x1 +x2+2x3+3x4=4

X1+2x2+3x3+4x3=1 Le—La=2L1 (x;42xp +3x3 +4x4=1 Li—Li+2la (x; —x3—10x3=1
L3—L3-31, Ly—L3-2L;
2X1+3x2+4x3 +X4=2 Ly—L4—4L, —Xo —2X3 —7Xx4=0 L;—L4-7L, —Xp—2Xx3 —7x4=0
- -
3x1+4x2 +x3+2x4=3 —2x9 —8x3—10x4=0 —4x3 +4x4=0
4x1 +x2+2x3+3x4=4 —7x9—10x3—13x4=0 4x3+36x4=0
Li—L—-L3/4 +4x,=1 Li—L1+11L4/40 —
Lo—lLy-L3/2 | ™ X4 Ly—lLy+9Lg/40 |1
Ly—Ls+L3 — X2 —7x4=0 L3—L3+4L4/40 — X2 =0
—_— -
—4x3 +4x4=0 —4x3 =0
+40x4=0 40x4=0
donc

— Exercices —

Calcul

¥ Exercice 2.1
Sans utiliser la calculatrice mettre sous forme de fraction irréductible les expressions suivantes :

51 1015 9 9 18
= B=——o, C=—+—+—,
136 2450 40 50 125
27 549 549 235
S DU E=—— 42x —2 F=0,00000125.
125 1000 1000 1000

G. FaccaNoNI — 2017-2018 17
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¥ Exercice 2.2
Sans utiliser la calculatrice, calculer

300
30%

A)12.5% de 164 B)13% de 50% de 800 (@) D)14 x 5% E)(412-518) x 116%

¥ Exercice 2.3
Sans utiliser la calculatrice donner la valeur des expressions suivantes :

4 1 (218 x 2—6 )
78 2
A — B) ——
> (272)
9

# Exercice 2.4
Sans utiliser la calculatrice, établir laquelle des expressions suivantes a la plus grande valeur :

4 5 7 5

1) — ) T )

7 9 10 8
i) VI00+69, /100 x /9, % (v/100) 6.
# Exercice 2.5
Soit x € R. On donne A = 2x, B = 4x2 — 1. Calculer les expressions suivantes en fonction de x :
C=2xB-A, D=2xC-B, E=2xD-C.
4 Exercice 2.6 g 4x)
Ecrire sous forme d’une seule fraction irréductible la fraction 32957
X
(4 —4x )
¢ Exercice 2.7
Soit n € N. Factoriser les expressions suivantes :
2
n-1 n+1l n-2)(n+1 n+1
a) B ' b) ( )( ) 4 ,
9 6 4 3
) (n+1)@2n+1) (n+1)? " (n+1)Bn+2) (n+1)?
C - , _ ,
6 4 6 9
) 1 (n(n+1))2 nn+1)@2n+1)
e) — - .
nn—-1) 2 6

¥ Exercice 2.8
Pour chaque élément de R ci-dessous, indiquer s’il appartientaN,aZ\N,aQ\ZouaR\Q:

-5 i) — 11 v) 1/3 vii) e ix) 0.3
i) v2 iv) 2 vi) 0 viii) 7 X 3
Puissances

‘?" Exercice 2.9

s 1045 _
Soit n = 10*°, calculer PR
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¥ Exercice 2.10

Simplifier les expressions suivantes autant que possible :

Q) @ b 2 )
# Exercice 2.11
Soit n € N. Simplifier les expressions suivantes :
3}’1 (22n+1)2
A= B=—m

?" Exercice 2.12
Calculer, factoriser ou simplifier :

a) ()8 b) e3¢b

¢4 Exercice 2.13

c) +éb

Soit n un entier naturel et x un réel strictement positif. Simplifier :

A:lxs/EX\E)/Z_S B:(%)s

F= (x7n+1)2(x3)n72
# Exercice 2.14

G= /22(2n+1)

H= (22n)(2n)2

1\* & a @
a 2% (—) 9% ——
) 9 |3 Dy
_ 2n-1 _ 2n—2
C—4n—2n , D—(_l)w-f'(—l)n .
d) e8¢t e) 2447 f) 2%¢®
5/=3/=15 (xz)" x3x5"
C= \/§\/§ \/3_2 = W = W

; 2 x ((2211—1)2)2"

2

8}’1

2n+1 on

2
Soit n un entier naturel et soit a et u deux réels. Mettre sous la forme a”u9 le réel u, = a(a u ) (attention, les

exposants ne sont pas 27 + 1 et 2z mais 2! et 27).

Logarithmes et exponentielles

‘¥ Exercice 2.15

En utilisant seulement la définition de logarithme (i.e. a

A =logs(25) —logs;(5)

C =log,,(0.1) +log;,(0.01) +1og;,(0.001)

Attention : on note logg b lavaleur (log, b)°.

¢ Exercice 2.16

Simplifier chacune des expressions suivantes :

A=In(vV3+1)+In(v3-1), B=In(vV3+1)"®¥+In(v3-1)'9),

¢ Exercice 2.17

Soit x € R}. Simplifier les expressions suivantes :

In2x) . .
A= (icix#1),
In(x)

¥ Exercice 2.18

Soit x un nombre réel. On pose f(x) = x%In(x). Compléter le tableau suivant :

log,(b) _

Ve

b), simplifier les expressions suivantes :

B =log,2,; (1) +10gy,(1) +1og;(7 (1)
b log;(10%) +logs, (1) +logs)15(2012)

B = (In(x)% -In(xd),

eVe

5 1
€ 22
e

Sl-

2342

C =In( + cos(x)) +In(1 — cos(x)) — 2In(sin(x)).

C=(Inx)?-In(x%) +1.

© G. FaccaNoNI — 2017-2018
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¥ Exercice 2.19
Calculer ou simplifier.
a) log,((1000) b) logs(1/25) o) In(e¥?)
f) log,,(10)log;,(4) g) log;(108) —log;(4)  h) log;((0.1)

k) log,,(1) D log,(8)

¢ Exercice 2.20

Simplifier les expressions suivantes :

s=enf-n(2)) s-cp|- o 11

v

1 1 1
D=exp|{x—In{l1+—]]|, E=exp|-In| ——|+—|,
e~ x2-xt) x
B 1 ) o) - 3 In(2x)-In(x) el—3ln(x)
G—;exp((x+1) —e ), H= o2
¥ Exercice 2.21
Résoudre I'inégalité log, |x — 1| < 6 +log, , ((x — 1)?).
Equations et inégalités
¥ Exercice 2.22
Calculer la valeur de I'inconnue x :
30 20 6x 6
1. —=— 3. =-
7% x x+14 8
4 5 , (85x-38)x4 4
2. —— = ' 11 3
x+5 x-23 8
¥ Exercice 2.23
Indiquer comment choisir x pour que I'on ait
1. x*> 10000, 3. 1<1078,
2. 1>10000, 4. x*<0,0001,

¢ Exercice 2.24

i) log;,(100/67)
m)log,(0.25) n) In(1/e)

C= (exp (—ln

d) log,((10) +1log;,(4) e) log,;,(10) —log;,(4)

j) 3log;,(10)
0) (In(e))™!

(2
)

: exp (In|1+ x| —In|1—x|)
~exp(n|l+x|—Injx—1))’

JE 4

8 Vx

. —34d-x) = %—(2—(3+2x))(3—4)
. 35x+3(18-26x+4%) =70-3x

1
. 10,0001,

6. x2>1.

Trouver le plus petit entier 7 tel que 2" soit supérieur a 1000. En déduire la partie entiere de log, (1000).

# Exercice 2.25
Trouver toutes les solutions dans R des inégalités suivantes (pour chaque inégalité, la réponse est indiquée a droite) :
1 1 1
1. I+

- <
x+2 x-2 4 — x2

2 XX K L e e
B X AKX = 5> 0
R Il e | D T
D X 2] < LA X = | o e
B, V2K L > X i e

e VX 2 K X it e e

8. VX2 = XA < X = 1 o

20

........ ]—00,-2[U] = 1,1[U]+2, +oo[

............................... ]—00,1

................... ]—00,—-5[U]5, +00

|00, —V7[ Ul = 1,1[U]+V7, +00
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x%+8|x|-9
9. 2—2x—3 ......................................................................... |—00,5+v1i7/2) \ {—1, 1}
xc—-1

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.
19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

©G.

VX2 4 3K = 1 2 2 = 3 ittt ]—00, =11 U [/, +00][
V1-9x2 +2x
e 3 0 i [—1/3,—'/vi3[
3x-2
o il B Y e [3, +o0]
rET
2 —
2 S o e, 15, 7]
3 V2x-5
N R Y £ 10, +00]
+1
\/_x— 0 o e e 17-v13/2, +00|
3-x—-vx
x2-1
S 2 1,+
xX+2 v [1, +eol
3
sin(x) > % .............................................................................. V"ls+2km, s+ 2kn| ke Z
20082 () 4 COSII) S 1 vvveee e ="+ 2km," s+ 2kn[ ke Z
SIII (2 K L ottt X# i+ km, ke”Z
1-2si
ﬂ S0 e e ="+ 2km,"ls+ 2km) N7+ 2k, s+ 2kn) ke Z
1—-2cos(x)
sin(x)
o e e e 1"le+2km,> s+ 2kn| ke Z
V2sin(x) -1 ’ ’
tan?(x) — v/3t
an’(x) - v3tan(x) L 1="la+ km,"ls+ kn[U" s+ kmt," .+ kn] ke Z
tan?(x) -1
2X _ X
L J=00,In (1 = v35) [ U]=In2,In (1 + v3/5)[ U (In 2, +00)
202% —5eX 42
) 2,62V2-D 4o
V1-In(x-2)
2/3)* 1 -1
e 0 e e e e 11,%/2[
\/z_ ,3/2x—1
e +eVii2
o 0 e e 1'/2, +00[
e —e
1 .762—1
— A
5 .
Bt g BV L ]—00, —2]
e Y o PR [—4,6+vaD/y|
10g5(x—7) S e e e 132; +00l)
10y 3 (17 = 1) > 2 o ]-vi3/s, =1[U]1, vis)s
O Y A [0 o J3-V52, 0+vB [\ {1}
B2 2 B 1 | =101y, 2]
VT ) (N2 X = 4) S0 oottt 10,e 2] U1, e?]
log, XHYX*9 ) 10,%/va]
gz 2x ........................................................................................ ,l2v2)
1081, VB + X — X2 <108, (X = 1) ettt ettt 11,5/2[
2
() = L 2 0 ettt [, 1[ U [e, +oo]
In(x)
0T o | P ]—00,0]
-1
logz(L S e e 1=, —1[uU] — 1,1
2—|x+3|
11()+11(1 ) <1 (2)+11(5) 10,1
—In(x)+=In(1-x) <In SII(5) e ,
2 2 2
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Géomeétrie analytique

¥ Exercice 2.26 (Droites)
1. Trouver I'équation de la droite passant par (2, 3) et parallele a la droite passant par (7,9) et (3, —-2).

2. Trouver 'équation de la droite passant par (2, 6) et (3,10). Quelle est sa pente ? Trouver I'’équation d'une droite qui lui
est parallele et qui passe par (7,2). Quelles sont les intersections de cette droite avec les axes ?

3. Trouver I'équation de la droite passant par (5, —3) et posséde une pente de 4. Trouver 'équation de la droite qui est
parallele a la droite d’équation 5x + 3y =9 et qui passe par (2,5). Trouver 'intersection entre les deux droites.

'
N

¥ Exercice 2.27 (Cercles)
1. Trouver I’équation du cercle de centre (-2, -5) et rayon 6.

2. Etablir pour quelles valeurs du paramétre k € R I'équation x> + y? + kx — 2y + k? — 2 = 0 représente un cercle. Ensuite,
en calculer le centre.

?" Exercice 2.28 (Paraboles)

1. Calculer les intersections de la droite d’équation y = x + 2 avec la parabole d’équation y = 3x% — 5x + 2.

2. Calculer les intersections de la droite d’équation y = 2x — 1 avec la parabole passant par les points (0,3), (1,8) et
(=2,-1).

# Exercice 2.29
Calculer suivant la valeur du parametre m € R les solutions de I’équation f(x) =0 pour :

. fx)=x*>-x-m,

2. f(x)= m2x:+mx+m-—1.

# Exercice 2.30
Résoudre dans R les équations suivantes :

1. e*=2+e*=0,
2. x*+3x% =k, o1 k € R est un paramétre,

))x2—6x+1

3. (£ (x*-10x+26 =1.

# Exercice 2.31 (Le crible de MATIYASEVITCH)
Tracons la parabole d’équation y = x?. Sur ce graphe,

on va considérer deux familles de points : 18
* pour tout i = 2, i entier, on note A; le point de 173
coordonnées (—i,i2), 16
15
* pour tout j =2, j entier, on note B; le point de \ 14 /
coordonnées (j,jz). \\ ’13: /
Relions tous les points A; a tous les points B;. \ 12 /
1. Montrer que tous les segments [A;iBj] croisent ; i(l) |
'axe des ordonnées en un point de coordonnées 9
(0, n) avec n € N*.
8
2. Montrer qu'un nombre situé sur I'axe des ordon- \ % 7 /
nées n'est pas premier si, et seulement si, un des \\ 6 \ //
segments [A; Bj| traverse I'axe des ordonnées en ~5
ce point. 4
3. Quereprésente-t-il le nombre de segments qui N\ 2 /
passent par les points de coordonnées (0, n) 1
avec n € N* et n non premier?
Rappel : un nombre n € N* est premier s'il n'est divisible -4 -3 -2 -l 0 [ & S 4

que par1 et lui méme.
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Systémes linéaires

¥ Exercice 2.32

Résoudre les systemes linéaires suivantes par la méthode de GAUSS

X1+2Xp—Xx3=2, —X1 + X2 +3x3 =12,
4x -3y =284
(1) (2) { X1 —2x2 —3x3 =—6, (3) {2x1 — X2 +2x3 =-8,
5x+7y=19
X1 +4x,+4x3=3. 4x1+ Xp —4x3=15.
— _ + —
—2u-4v+3w=-1 —2x +y +2=0 2x -y +dr=2
2x+3y+3z+2t=14
4) 2v —w=1 (5) x=2y +z=0 (6)
X+2y +z +i=7
u +v-3w=-6 X +y-2z=0
-X -z +t=-1
# Exercice 2.33
Trouver toutes les solutions des systemes linéaires homogeénes suivantes
—3x1+X2+2x3=0, X1+ X2+3x3+x4=0, 2x1—Xx2—3x3=0,
(1) —2x1+2x3=0, (2) € x1+3x2+ 2x3+4x4 =0, 3) { —x1+ 2x3 =0,
—11x1+6x2+5x3=0. 2xX1+x3—x4=0. 2x1 —3x2 —x3=0.

@ Partage de secrets Comment envoyer un message secret avec plusieurs espions sans pour autant que ceux-ci ne connaissent
le contenu du message envoyé ?

Typiquement, un message a envoyer est un nombre entier (car, par codage, on peut remplacer un texte quelconque par
un nombre). Imaginons donc que I'on désire envoyer le nombre 7. Considérons un polynéme de degré k, par exemple a
coefficients entiers, P(X) = a;p X* +---+ a; X + n dont le terme indépendant vaut exactement n. En particulier, on a P(0) = n.
Un corollaire du théoréme fondamental de I’algebre stipule que si deux polynémes de degré k sont égaux en k + 1 points,
alors ils sont égaux. Autrement dit, le polyndme P est complétement caractérisé par les valeurs qu'il prend par exemple aux
entiers 1,2,...,k+ 1. On engage alors k + 1 espions (voire un peu plus, si certains étaient capturés par les «ennemis»). On
donne au i-eéme espion le nombre P(i). Les espions se dispersent (par exemple, pour passer les lignes ennemies). Une
fois que k + 1 espions sont arrivés a destination, il est aisé de reconstituer le polynéme (on a un systeme de k + 1 équations
linéaires pour retrouver les k + 1 coefficients de P) et ainsi retrouver la valeur secréte n. Si un espion est capturé et qu'il
parle, les ennemis auront a leur disposition un des P(i), cela ne leur permet nullement de retrouver n. De méme, si un
espion étaient en fait un agent double, connaitre P(i) seul ne sert a rien.

Source : http://michelrigo.wordpress.com/2010/01/30/partage-de-secrets-et-tfa/

Y Exercice 2.34
Trouver I’équation des droites r et s représentées ci-dessous et calculer les coordonnées du point d’intersection :

Vs
2

44 Exercice 2.35 (V. GUIRARDEL)
Vous projetez de passer un concours de recrutement I’an prochain. Vous avez sous les yeux le tableau de notes suivant :

CANDIDAT | Mathématique Anglais Informatique | Moyenne
QuI 7 12 6 8
Quo 11 6 10 9
Qua 11 16 14 14

Retrouver les coefficients de chaque épreuve. La solution est-elle unique ?
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4 Exercice 2.36

Soit le systéme linéaire

x—ay=1,
0 { Y
ax—y=1.

Déterminer les valeurs de a de telle sorte que ce systéme possede :
1. une infinité de solutions;
2. aucune solution;
3. une solution unique.

¢ Exercice 2.37

Soit le systéme linéaire
x+y—-z=1,
(S) 2x+3y+pz=3,
x+pPy+3z=-3.
Déterminer les valeurs de f de telle sorte que ce systéme posséde :
1. une infinité de solutions;

2. aucune solution;
3. une solution unique.

# Exercice 2.38

En utilisant la méthode de GAUSS, résoudre le systeme linéaire en discutant suivant la valeur du parametre ae R :
xX+2y+3z=2,
xX—y+2z=17,
3x+az=10.

# Exercice 2.39 (Résolution de systémes non carrées)
Résoudre le systeme
xX+2y+z=-1,
2x+y—z=1,
() v
-X+y+2z=-2,

xX+y+z=4,

d’inconnue (x, y, z) € R3.

# Exercice 2.40 (Résolution de systémes non carrées)
Résoudre le systeme

X+y+z=3,

xX+2y+3z=6,
(S)

-Xx—-y+2z=0,

3x+2y—-4z=1,

d’inconnue (x, y, z) € R3.

¢ Exercice 2.41

Déterminer si le systéme suivant a une solution non nulle. Dans le cas affirmatif trouver la(les) solution(s) :

x=2y+2z=0,

2x+y—-2z=0,
() "

3x+4y-6z=0,

3x-11y+12z=0.

24
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# Exercice 2.42 (Résolution de systémes non carrées)
Résoudre le systeme

-2x+y+z=0,
(S)
x-2y+z=0,

d’inconnue (x, y, z) € R3.

# Exercice 2.43 (Résolution de systémes non carrées avec parametre)
Soit le systéme linéaire

S X1+ Xp—2Xx3+4Xx4 =6,
—3x1 —3x2 + 6)(,'3 —12x4 = b.
1. Pour quelle valeur de b le systeme est-il possible ?

2. Donner a b la valeur trouvée au point précédent et calculer la solution compléete du systéme.

Problemes

# Exercice 2.44
Un parpaing pése un kilo plus un demi parpaing. Com-
bien pése un parpaing?

¢ Exercice 2.45

Une bouteille et son bouchon cotitent 11 €. Sachant que la bouteille cotite 10€ de plus que le bouchon, combien cofite la
bouteille ?

# Exercice 2.46
Un grand aquarium contient 200 poissons. De ceux-ci, 99% sont des poissons rouges. On voudrait que ce pourcentage
baisse a 98%. On décide donc de retirer des poissons rouges. Combien de poissons rouges doit-on enlever de 'aquarium ?

# Exercice 2.47 (Paul HALMOS, “Probléme pour mathématiciens, petits et grands”)

On suppose que les concombres sont composés de a% d’eau a la cueillette. On laisse reposer M kilogrammes de concombre
pendant une nuit et le lendemain, a cause de la chaleur et de I’évaporation, les concombres ne contient plus que b% d’eau
avec 0 < b < a < 100. Quel est le nouveau poids de ce stock de concombres ?

Considérer par exemple M =500, a =99 et b =98.

# Exercice 2.48
Un comité de 70 personnes élit son président. Deux candidats se sont présentés. Si le premier a obtenu 60% de votes et le
deuxiéme deux fois moins, combien d’électeurs se sont abstenus ?

# Exercice 2.49
Un commercial touche une commission de 15% sur les ventes qu’il réalise au cours d'un mois. Si pour le mois d’avril le
commercial a touché 1400 € de commission, quel est le montant des ventes qu'il a pergu en avril ?

# Exercice 2.50

D’une maniere générale, le groupe sanguin AB est le plus rare et représente 4% de la population humaine. Le rhésus négatif,
lui aussi, est assez rare (15% de la population uniquement). Si la population totale de la planéte est de 6 milliards de
personnes, combien sont de type AB-?

# Exercice 2.51

Le prix du blé dans un certain pays est indexé sur I'inflation. Au ler janvier 1990, le blé cotitait 140 dollars la tonne. Linflation
de 1990 était de 3%. Par contre, en 1991, le pays a connu une déflation de 1.5%. Combien cofitait une tonne de blé au ler
janvier 199272
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# Exercice 2.52
La population de I’Allemagne diminue chaque année de 0.3%. Si a la fin de I'année 2007 la population était de 82200 000,
quelle était la population de I’Allemagne a la fin de 'année 2009 ?

# Exercice 2.53

Pendant la période des soldes, Eva trouve un pull marqué 59-€ sur un stand avec une pancarte «—40%p». Elle aime beau-
coup le pull, mais il y a une petite tiche qu'Eva compte éliminer elle-méme. La vendeuse lui propose une réduction
supplémentaire de 10% sur le prix de caisse. Combien Eva payera-t-elle pour le pull 2

# Exercice 2.54
Un certain dessert cotite 12<€ TTC. Avec la baisse de TVA sur la restauration, de 19.6% a 5.5%, quel sera le nouveau prix de
ce dessert?

# Exercice 2.55
Antoine place 1000<€ sur son Livret A. Quel montant recevra-t-il au bout de deux ans si le taux en vigueur pour le Livret A
est maintenu au niveau de 1.2%?

# Exercice 2.56
Un capital a été placé dans une banque a un taux annuel de 4.5%. Les intéréts accumulés a la fin de 'année s’éleveront a
126 €. Quel est le montant initialement placé ?

# Exercice 2.57

Un artisan installe des fenétres dans les habitations. Si un particulier acheéte uniquement une fenétre sans installation, le
taux de TVA applicable est de 19.6%. Si un particulier achete une fenétre et commande son installation aupres du méme
artisan, le taux de TVA applicable au produit et au service est de 5.5%. Si le prix HT d’une fenétre est 600 <€ et le prix HT de
I'installation est de 150<€, quelle est la différence de prix des deux options pour le particulier ?

# Exercice 2.58
Sur 1.4 million d’'iPhone vendu depuis juin, environ 250000 ont été débloqué grace a des logiciels pirates. Quel pourcentage
représente cela? (Arrondir a 1% pres).

# Exercice 2.59

Le service de restauration dans un avion propose un plat au choix : soit de I’agneau, soit du poulet. 42% des passagers ont
commandé I'agneau, 36% ont commandé le poulet, et les autres 55 passagers n’ont pas pris de plat chaud. Combien y a-t-il
de passagers a bord de I'avion ?

# Exercice 2.60

Un couple achete un panneau photovoltaique au prix de 1674.40€ TTC. Le gouvernement octroie un crédit d'impot
applicable a ce type d’installation a hauteur de 40% du prix HT. Si le taux de TVA en vigueur applicable aux panneaux
photovoltaiques est de 19.6%, quel est le montant du crédit d'impdt dont bénéficiera le couple ?

# Exercice 2.61
Pendant les soldes un magasin donne une remise de 30%. Le prix non-soldé d'une veste est de 70 € ; quel est son prix soldé ?
Le prix soldé d'une chemise est de 21 € ; quel est son prix non-soldé ?

# Exercice 2.62
64% des éleves d'une classe sont des garcons et 25% parmi ces garcons apprennent I’allemand. Quel est le pourcentage des
garcons qui font de I'allemand dans la classe ?

# Exercice 2.63
Un prix vient d’augmenter de 25%. De quel pourcentage faut-il le baisser pour revenir au prix initial ?

# Exercice 2.64
Un prix subit deux augmentations successives, d’abord de 20%, puis de 50%. Quel est le pourcentage de 'augmentation
globale ? Laugmentation globale serait-elle la méme si le prix avait d’abord augmenté de 50%, puis de 20% ?

26 © G. Faccanont — 2017-2018



2 Méthodologie disciplinaire

# Exercice 2.65
Un prix subit les variations annuelles suivantes : +25%, —5%, +10%, —10%, —8%, +20%. A combien s'éléve la variation
annuelle moyenne ?

# Exercice 2.66

M. DEZELE fait un emprunt de 100000<€ a sa banque. Le taux d’intéréts est de 3% par an, ou encore (3/12)% par mois.
Chaque mois M. DEZELE rembourse un méme montant a la banque, appelé «annuité constante mensuelle». Aprées 10 ans
exactement le crédit est entierement remboursé. On note

* t=0.03/12 =0.0025 le taux d’intérét mensuel,
* d =120 la durée du crédit en mois,

* So =100000 I’emprunt initial,

* al’annuité constante mensuelle.

ler

—

On suppose que 'emprunt commence le 1" janvier et que le payement de I’annuité se fait a la fin de chaque mois.
On note S la dette au 1 février, Sy la dette au 1" mars, etc. Montrer que Sy = (1+ 1)S; — a pour tout n € N.

2. Etablir la formule qui donne I'annuité a en fonction de la durée du crédit, du taux d’intérét et du montant initial de
I'emprunt.

3. Utiliser cette formule pour calculer I'annuité de M. DEZELE. Quel est le montant total des intéréts payés lors de ce
crédit?

# Exercice 2.67
En Irlande, le prix d'un certain livre est 12.5€ HT ou 13.1€ TTC. Quel est le taux de la taxe sur la valeur ajoutée applicable
aux livres en Irlande ?

# Exercice 2.68
Dans quelle proportion faut-il mélanger une solution a 40% d’un certain produit avec une solution a 90% du méme produit
pour obtenir une solution a 60% ?

# Exercice 2.69
Pour tenir le feu dans la cheminée pendant 5 heures, il faut 3 kg de bois. Combien de kg de bois faut-il pour tenir le feu
pendant 24 heures ?

# Exercice 2.70
Une voiture consomme 6 L d’essence pour 100 km. Combien de kilometres peut-on parcourir avec un réservoir plein dont
les dimensions sont 20 cmx30 cmx70cm ?

# Exercice 2.71
La distance entre New York et Los Angeles est 3950 km. Quelle sera cette distance sur une carte 1 + 10000000 ?

# Exercice 2.72
Une chambre a les dimensions 10 m par 15m. Sur un plan de I'appartement, la longueur de la chambre est de 10 cm. Quelle
sera sa largeur sur le plan, en cm?

# Exercice 2.73
Lalongueur de I'équateur de la Terre est de 40000 km. Sur un globe d’école, I'équateur mesure 80 cm. A quelle échelle le
globe a-t-il été réalisé ?

# Exercice 2.74
Un épicier a compté par erreur un poids de 50 g au lieu d'un poids de 20 g dans une pesée qu'il a estimée a 375 g d’épices.
Celles-ci cotitent 28 euro le kilo. Quelle somme a-t-il demandée en trop ?

# Exercice 2.75
Le litre de bon lait pese 1.030kg. On achete 15 litres de lait qui pesent 15.375kg. Montrer que le lait n’est pas pur. Quelle
quantité d’eauy a été mélangée ?
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# Exercice 2.76
Nina voudrait estimer la distance entre Paris et Berlin en consultant la carte dont I’échelle est indiquée comme 1 :5 000 000.
Elle mesure la distance avec une régle et obtient 21 cm. Quelle est la distance entre Paris et Berlin ?

# Exercice 2.77
Siune bonbonne pleine de lait pése 25 kg et que la méme bonbonne a moitié pleine (ou a moitié vide selon votre conception
delavie...) pese 13kg, combien pése la bonbonne vide ?

# Exercice 2.78

Plusieurs métaux fondus ensemble constituent un alliage. Pour diverse raisons (dureté, couleur...), les bijoux dits en or ne
sont jamais faits uniquement d’or. Par exemple, un bijou en or jaune est un alliage composé d’or pur, d’argent et de cuivre.
Un bijou en or pesant 16 grammes contient 12 grammes d’or pur. En gardant la méme proportion dans I'alliage, combien
d’or pur contiendrait un bijou de 24 grammes ?

# Exercice 2.79

Un pack «raquette + balle» cotite 1.10€. Vous avez déja une raquette et vous ne voulez acheter que la balle. Le vendeur ne
se souvient plus du prix de la balle, mais il dit : «Je me souviens que la raquette cotite un euro de plus que la balle». Combien
cotte la balle seule ?

# Exercice 2.80

Paul et Marie ont acheté des pommes. Si Paul donne 5 de ses pommes a Marie, elle aura autant de pommes que lui. Si Marie
donne 5 de ses pommes a Paul, il aura 5 fois plus de pommes qu’elle. Combien de pommes Paul et Marie ont-ils acheté
ensemble ?

# Exercice 2.81
Dans un panier de fruits, 1/7 de tous les fruits sont des ananas, 3/8 des pamplemousses et 2/5 des nectarines. Si les 23 fruits
restantes sont des pommes, combien d’ananas y a-t-il dans le panier ?

¢¢ Exercice 2.82

Le prix d'un carton est 5 €-m™2. Vous achetez un rectangle de 120 cm x 30 cm. Combien ¢a cofite ?

# Exercice 2.83

André gagne 1500€ net par mois. Il en déduit un tiers pour son loyer, 10€ par jour pour les repas, 60<€ pour ses frais de
transport et une centaine d’euros pour des frais divers. Quel est le montant qui reste a la disposition d’André ? (Compter 30
jours par mois).

# Exercice 2.84
Chez un boucher, un acheteur prend un kilo et demi de beeuf a 24 € le kilo, quatre cotes de porc, chacune pesant 100g, a
11€ le kilo, et deux cailles a 3.5 <€ la piece. Quel est le montant total des achats?

# Exercice 2.85
11 faut vider un chauffe-eau en forme de cylindre horizontal qui occupe un espace de 60 cmx60 cmx 1 m. Si le chauffe-eau a
été vidé en 1.5h, quel est le débit du tuyau d’évacuation en L-min~! ?

# Exercice 2.86
Mes 4 perroquets bleus mangent 4 kg de graines en 4 jours. Mes 5 perroquets verts mangent 5 kg de graines en 5 jours. Mes
8 perroquets oranges mangent 8 kg de graines en 8 jours. Quels sont les perroquets qui ont le plus d’appétit ?

# Exercice 2.87

Une feuille de papier d'une épaisseur d'un dixieme de millimétre est pliée 15 fois en deux : quelle est I'épaisseur du résultat
apres pliage ? Apres combien de pliages I'épaisseur dépasse-t-elle la distance Terre-Lune (la distance Terre-Lune vaut
approximativement 300000 km) ?
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# Exercice 2.88

Le produit “pH-Moins granulés” sert a baisser le pH de 'eau des piscines. Il s'utilise lorsque le pH est supérieur a 7.4 : pour
baisser de 0.1 le pH d'un metre cube d’eau il faut y diluer 10 g de produit. Si on a une piscine circulaire autoportante de
2.44m de diameétre et dont la hauteur de la ligne d’eau est de 50 cm et le pH est de 7.8, combien de produit doit-on ajouter ?

# Exercice 2.89

Un architecte a dessiné les plans d'un batiment rectangulaire destiné aux mathématiciens toulonnais. Ils ont demandé a
I'architecte a ce que le batiment respecte la condition suivante : si on lui retire le plus grand carré a I'une de ses extrémités
(soit un carré de coté la largeur du batiment), le rectangle restant a exactement les mémes proportions que le batiment
entier. La condition fixée par les mathématiciens est-elle réalisable ?
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Eléments de logique et notions fondamentales de
la théorie des ensembles

¥ Exercice 3.1
Ecrire les tables de vérité suivantes :

a) “‘non(P) et Q” b) “non(P et Q)”
c) “(non(P)) ou (non(Q))” d) “mon(P)) ouQ"“P = Q" (i.e. “P = Q")

e) “( P et non(Q) ) ou ( non(P) et Q) ” et reconnaitre
I’énoncé "soit P soit Q".

¥ Exercice 3.2
Pour chaque proposition, écrire la contraposée, la négation et la réciproque (on ne demande pas de prouver la véridicité) :

1. x>3 = x>2

2. x=3 = x*=9

3. x)=9 = x=-3

4. Sion est en décembre alors les vacances de Noél sont proches.

# Exercice 3.3

Parmi les propositions suivantes, indiquer si elles sont vraies ou fausses :

Si Napoléon était chinois alors 3 -2 =2

Cléopatre était chinoise ou les grenouilles aboient.

Les roses sont des animaux ou les chiens ont 4 pattes.

Si’'homme est un quadrupede, alors il parle.

Paris est en France ou Madrid est en Chine.

La pierre ponce est un homme si et seulement si les femmes sont des sardines.
Les poiriers ne donnent pas de melons, et Cléopatre n’est pas chinoise.
(2 <3) et (2 divise 4)

(2 <3) et (2 divise 5)

(2 <3) ou (2 divise 5)

. (2<3) et (2 divise 5)

. 71(2<3) ou (2 divise 5)

© PN O O W

—

# Exercice 3.4
Soient les propositions définies par P(x) =“x < 1” et Q(x) =“x = 2”. Donner les valeurs de x dans R pour lesquelles

1. “PAQ” estvraie
2. “non(P) A Q” est fausse
3. “Pv Q” estvraie
4. “non(P) Vv Q" est fausse

# Exercice 3.5
Larelation p = ¢ selit “si p, alors q”. Que signifie-t-elle ?
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3 Eléments de logique et notions fondamentales de la théorie des ensembles

O p estune condition suffisante de g O pour que p, il est nécessaire que g

O g est une condition nécessaire de p .
. O pseulementsi g
O pour que g, il suffit que p

O pour que p, il suffit que g O g seulementsip

¢ Exercice 3.6
1. “4 divise n” est-elle une condition nécessaire, suffisante, nécessaire et suffisante pour que “2 divise n” ?

2. “3divise n” est-elle une condition nécessaire, suffisante, nécessaire et suffisante pour que “9 divise n” ?

# Exercice 3.7
On considere la proposition .# suivante :

# = “Sil'entier naturel n se termine par 5, alors il est divisible par 5.”

1. Ecrire la contraposée de la proposition .#.
2. Ecrire la négation de la proposition .#.
3. Ecrire la réciproque de la proposition .#.

# Exercice 3.8
S’il ne pleut pas, Jean va a 'université a vélo.
1. Ecrire I'énoncé sous la forme P = Q en indiquant
qui sont P et Q.
2. Hier Jean est allé a 'université en bus. Est-il possible
d’établir avec certitude si hieril a plu?
3. Ce matin Jean est allé a I'université a vélo. Est-il pos-
sible d’établir avec certitude si ce matin il pleuvait ?

# Exercice 3.9
S’il pleut, Jean va au travail en bus. Hier Jean est allé au travail a vélo. Est-il possible d’établir avec certitude si hier il a plu?
Ce matin Jean est allé au travail en bus. Est-il possible d’établir avec certitude si ce matin il pleuvait ?

‘¥ Exercice 3.10

Sur le portail d'une maison il y a une pancarte : «Chien qui
aboie, ne mord pas. Notre chien n’aboie pas.» Franchiriez-
vous cette porte ?

44 Exercice 3.11 (Th. CHAMPION)
On consideére la proposition suivante :

“Sile TP de Chimie a commencé alors tous les étudiants ont mis leur blouse.”
1. Ecrire la contraposée et la négation de la proposition.

2. Sila proposition est vraie et on constate que tous les étudiants ont mis leur blouse, peut-on déduire que le TP a
commencé ?

44 Exercice 3.12 (Th. CHAMPION)

On peut déduire de la loi des gaz parfaits le principe suivant :
“Si le volume du gaz est constant, alors la température du gaz est une fonction croissante de la pression.”
1. Ecrire la contraposée et la négation du principe ci-dessus.

2. On étudie un gaz qui a la propriété suivante : “quand son volume est constant et sa température augmente, sa
pression diminue.” Peut-on dire si c’est un gaz parfait ou non?

# Exercice 3.13 (Th. CHAMPION)
On effectue une expérience chimique pour laquelle on peut seulement faire varier la température ou ajouter un catalyseur.
On connait le principe suivant :
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3 Eléments de logique et notions fondamentales de la théorie des ensembles

“Si on augmente la température de 10 degrés et si on n’ajoute pas de catalyseur alors la réaction va deux fois
plus vite que normalement.”

1. Ecrire la contraposée du principe ci-dessus, c’est-a-dire compléter la phrase “Si la réaction ne va pas deux fois plus
vite que normalement alors...".

2. On observe que la température a augmenté de 10 degrés et que la réaction va 3 fois plus vite que normalement, que
peut-on en déduire ?

3. On observe que la réaction va 2 fois plus vite que normalement, peut-on en déduire quelque chose sur la variation de
température ?

4. Que peut-on en déduire si la température n'augmente pas et la réaction va 3 fois plus vite que normalement ?

‘¥ Exercice 3.14 (Th. CHAMPION)
On considere les propositions suivantes

1. “les éléphants portent toujours des pantalons courts”;

2. “si un animal mange du miel alors il peut jouer de la
cornemuse”;

3. “siunanimal est facile a avaler alors il mange du miel”;

4. “si un animal porte des pantalons courts alors il ne
peut pas jouer de la cornemuse”.

On suppose que ces propositions sont vraies. Quelqu'un prétend en déduire que les éléphants sont faciles a avaler. Cette
conclusion est-elle correcte ?

¥ Exercice 3.15
Soit f une fonction définie sur R et a valeur dans R. Ecrire avec les quantificateurs les propriétés suivantes :

1. f prend toujours la valeur 1

f prend au moins une fois la valeur 1

f prend exactement une fois la valeur 1
f prend ses valeurs entre —2 et 3

f ne prend que des valeurs entieres

S T o

[ s’annule au moins une fois sur I'intervalle [-1,1]

# Exercice 3.16
Pour tout entier naturel n, soit P, une assertion portant sur 7 et telle que si P, est vraie alors P, I'est également.
On suppose qu’il existe un entier ny tel que Py, soit faux. Quelle conclusion peut-on en tirer?

O Pjy—1 estfaux

O P, estfaux pour tout entier n < ng

O Pjy+1 estfaux

O P, estfaux pour tout entier n = ng

O P, estfaux pour tout entier n

On suppose qu'il existe un entier ng tel que Py, soit vrai. Quelle conclusion peut-on en tirer ?
O Pj,y-1 estvrai

O P, estvrai pour tout entier n < ng

O Py vrai faux

O P, estvrai pour tout entier n = ng

O P, estvrai pour tout entier n

‘?" Exercice 3.17

Pour chaque énoncé, écrire la négation, puis dire si ’énoncé original est vrai ou faux (en justifiant la réponse a I’aide d'une
démonstration).
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3 Eléments de logique et notions fondamentales de la théorie des ensembles

1. VXeR x>1 6. IxeR VyeR y*>>x

2. VneN,dpeN,p>n 7. ¥neN m2+n+1<nd

3. 3xeR VyeR x+y>0

4. VX€R FyeR x+y>0 8. VxeR dneN n=x

5. VxeR VyeR x+y>0 9. IneN VpeN (n>p = n+p>2p)
# Exercice 3.18

On consideére x, y, z € N. Soit la proposition
(P) «si(x =3) alors (y =5etz=1)».

Pour chaque affirmation dire si elle est vraie ou fausse :

a) (P)estéquivalente a«si y=5etz =1 alors x =3».

b) (P) est équivalente a «pour que y =5 et z = 1 il suffit que x = 3».
c) (P) est équivalente a «pour que y =5 et z =1 il faut que x = 3».
d) Lanégation de (P) est «x =3, alors y #5ou z # 1».

e) Lanégation de (P) est«si x =3, alors y #5 ou z # 1».

Y Exercice 3.19
Montrer que I'assertion suivante est vraie (n désigne un nombre entier, i.e. n € N) : “n? impair = n impair”. Est-ce que la
réciproque est vraie ?

# Exercice 3.20
Montrer que 'assertion suivante est vraie (p et g désignent un nombre naturel, i.e. p,g eN) : “\/pq # ’%q = p#q"

# Exercice 3.21
Soit a, b, ¢ € N. A 'aide d’un raisonnement par I’absurde, démontrer que I'assertion suivante est vraie : “Dans a? + b* = ¢? il
y a toujours au moins un des trois nombres, a, b ou ¢ qui est pair”.

@ Triplets pythagoriciens Voici une méthode astucieuse pour produire des triplets pythagoriciens, c’est-a-dire des triplets
de nombres entiers non-nuls qui satisfont la relation a? + b?> = ¢?. On choisit deux nombres entiers strictement positifs et
on appelle le plus grand de ces deux nombres x et 'autre, le plus petit, y. On pose a =2xy, b= x* - y* et c= x> + y>. On
obtient ainsi un triplet pythagoricien. En effet, on observe que

a®+b* = 2xy)2 + (- ¥y =ax*y vyt -2y = x4yt e 22Xy = (P yHP = A

# Exercice 3.22
Démontrer (par récurrence) les propositions
1 n(n+1 &
1) VneN* Zi:(T)’ 2) VneN* Y 2i+1)=n(n+2),

i=1
2
. o nm+1)2n+1) . N
3) VneN > i s 4) VneN Y=Y i,
i i=1

1 nn+1)6r3+9n%+n-1
5 VneN* Zi4=( i 3

i1 30
# Exercice 3.23
Expliciter les sous-ensembles suivants de la droite réelle
X X X X
SN el e 0,
xe0,1]" 2 xef0,1]" 2 xef0,1] - 2 xef0,1] - 2
1 1 1 1 1
N |-=2+~- U [1+=n N 3,3+—2[ N |-2-—,4+n?
neN* n neN* n neN* n neN* n
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Fonctions d’'une variable réelle

Ensemble de définition

X

# Exercice 4.1
Donner 'ensemble de définition de chacune des fonctions f suivantes définies par la donnée du réel f(x) .
In(x)
_,x_ 2 —
fil)=e" —x%, f2(x%) P

fix)=Vx2+x+1,

f5(x) =" = (x+ e,

Ver+2 3
fr(x) = P fo(x) = Ziet
1
fro0=—, fir(x) =x',
2_2x+1
f13(x)=%, f1a(x) = \/;,

¥ Exercice 4.2
Donner I’ensemble de définition de chacune des fonctions suivantes :

fi:R—R, LiR—-R, B R—-R, fi: R—R,
. VX . X _, Hinx) ., 1-x
X Wi x—1In(e) X—e X— {2
# Exercice 4.3
Donner I’ensemble de définition des fonctions suivantes :
52,2 _ 1
1. x—x>-3x“+2x-7 8. x 5070
2 xee L 9. x—VZ—3x-1
X
3. x— x21,1 10. x l—m
4y 1 11. x—In(1-x)
Vi1 12. x—In(1-x?)
/22
5 x—Vax+l 13. x— |In(x)|
6. x— Vx*-1 14. x— In(In(In(x)))
7. x—V1-—x2 15. x— ex171

34

e
ROO= o
_In(x*+2)
fs(x)— T,

fo(x) =In(x) — x,

fi2(x0) = X In(x),

fis(0) = (V02

5 R—-R,

x—+/1x

f6: R — [R,
x+— In(|x])

16. x— tan(2x)

17. x+— —

sin(2x)

18. x— —1L

xcos(x)

e -1

19. lenm

2 a
X°=2x
20. x (x2+4x+3) ,avec @ € R,

21. x— /3 -log,(x+5).



4 Fonctions d'une variable réelle

Composée de fonctions

@go )

[

# Exercice 4.4
On considere les fonctions définies sur R par u: x — 2x —8 et v: x — x°. Donner les ensembles de définition et les
expressions des fonctions uov et vou.

‘¥ Exercice 4.5
Considérons les fonctions

[R-R g:R—-R h:R—-R
x— = x—Vx x — x*
u:R—-R V:R—-R w:R—-R
x—»ﬁ x— In(x) x—e"

Donner I'ensemble de définition de chacune des fonctions suivantes et écrire explicitement I’expression de la composition :

* fog,gof,hogof;

*x Uov,vou, Wwovolu.

‘¥ Exercice 4.6

Compléter le tableau suivant (dans cet exercice on ne s’intéresse pas aux domaines de définition mais exclusivement aux
formules).

fx) | g | g(f(x)
x—7 VY
y-5| Vx*-5
X+2 3y
_x_ .
x-1 y-1
1
1+ y X
1 X
2;:73 X
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4 Fonctions d’une variable réelle

Parité

¢ Exercice 4.7

Parmi les fonctions suivantes, quelles sont celles qui sont paires ou impaires ?

—_— i 2 - —
tan(x) — x A0 = sin“(2x) COS(3X)’ fa(x) = R +cos(x).

214 cin? _
i) == L sin(a), L00="5 cos(x) ' tan(x) sin(x+1)

# Exercice 4.8
Démontrer les propositions suivantes.
1. La somme de fonctions paires est une fonction paire.
La somme de fonctions impaires est une fonction impaire.
Le produit de deux fonctions paires est pair.
Le produit de deux fonctions impaires est pair.
Le produit d'une fonction paire et d'une fonction impaire est une fonction impaire.

e e

Périodicité

# Exercice 4.9
Calculer la période des fonctions suivantes :

fi(x) = cos(3x), fo(x) = vtan(x), f3(x) = cos*(8x), fa(x) =|cos(5x)l,
cos(5x)

f5(x) = cos(3x) +sin(2x), fo = sin(5x)’

f7(x) = cos(5x) sin(3x), fs(x) = cos(3x) sin(3x).

Fonctions usuelles et graphes

¥ Exercice 4.10
Pour chaque fonction f: R — R, indiquer '’ensemble de définition et I'’ensemble image et tracer a main levée la courbe
représentative :

1. f(x)= x2 7. f(x) =In(x) 13. f(x) =cos(x) 19. f(x) = %
2. f(x)=1-x% 8. f(x)=In(-x) 14. f(x)=cos(2x) 20. f(x)=+5
3. f(x)=-2(x+1)* 9. f(x)=In(x-1) 15. f(x) =1+ cos(2x) 21, fl1) =L
4. f(x)=vx 10. f(x)=e* 16. f(x) = x|

5. f(x)=3Vx—1 11. f(x)=e*"! 17. f(x)=|- x|

6. f(x)=v3x-1 12. f(x)=e " 18. f(x) = —|x]

¢ Exercice 4.11
Soit f: x — |x—3|—|2x+ 1] définie sur R. Simplifier en fonction de x I'expression de f(x) puis tracer la courbe représentative
de la fonction f.

¥ Exercice 4.12
On consideére la fonction

f:R—=R

x—In(x)

Tracer a main levée les courbes représentatives des fonctions :

L x— f(x), 3. x— flx)+2, 5. x— flx—1), 7. x=If @)l
2. x——fx), 4. x— f(2x), 6. x— fIxD,
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4 Fonctions d'une variable réelle

# Exercice 4.13
Tracer sur un méme graphique les courbes représentatives des fonctions suivantes apres avoir précisé leur ensemble de
définition respectifs (ne pas faire de tracé point par point!) :

5 1 1

XX, X=X, h: x— x°, u: x— — w: x— —.
f g Vx < =z
# Exercice 4.14
Donner les tableaux de variations des fonctions suivantes définies sur R :

f:x»—>—5x2, g:x»—>x2—4, h: x— 0.5x% +2.
# Exercice 4.15

Soit f la fonction définie par f(x) = V.x2 +6x +8— v'x2 — 1. Donner son ensemble de définition 2 r et étudier le signe de
f(x) pour x € Dy

¢ Exercice 4.16
Tracer dans un méme plan cartésien le graphe des fonctions définies par f(x) =2x, g(x) = 12x, h(x) =2x+12.

# Exercice 4.17
Une fonction affine prend la valeur H au point r et son graphe passe par |'origine. Quelle est son équation ?

4 Exercice 4.18
Tracer le graphe des fonctions définies par f(x) = m(x — a) + b pour différentes valeurs de a, m et b. Identifier ces trois
parametres sur un graphe général.

w
T

# Exercice 4.19

Pour la fonction dont le graphe est reproduit plus bas, tracer,
sans faire de calcul, une esquisse des graphes des fonctions
f)+3, f(x)-3, f(x+3), f(x=3),3f(x), fBx), f(x/3), f(x)/3.

\S]
~——

—

# Exercice 4.20
Pour la fonction dont le graphe est reproduit plus bas, tracer, sans faire de calcul, une esquisse des graphes des fonctions
F)+3, f(x) =3, f(x+3), f(x=3),3f(x), f(Bx), f(x/3), f(x)/3.

y

-35 -25 -15|-05| 05 1.5 25 |35 %

s

# Exercice 4.21
Tracer dans un méme plan cartésien le graphe des fonctions définies par f(x) = x%, g(x) = (x +2)?, h(x) = (x +2)*> =5,
k(x) = x* + 6x + 10.

¢4 Exercice 4.22

Tracer dans un méme plan cartésien le graphe des fonctions définies par fj (x) = %, folx) = % +2, f3(x) = ﬁ, falx) = ﬁ,
o) =21, folx) = 5, ) = 5 +2, fylx) = 222
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4 Fonctions d’une variable réelle

# Exercice 4.23 340 340
Tracer dans le méme repere le graphe des fonctions définies par f(x) = X g(x)=3+ X

7+5x’ 7+45x
# Exercice 4.24

r—=06
Tracer le graphe de la fonction définie par H(r) = P ol 6 est une constante. Discuter les cas en fonction de 6.

¥ Exercice 4.25
Dans la figure ci-dessous on a représenté la fonction f: R — R définie par

0 sinon.

Fl) = {sin(x) sixe|[-m;ml,

Tracer dans la méme figure le graphe de la fonction g: R — R définie par g(x) =1+2f (2x + %)

y
| | | | | | | | | | | |
| | | | | | | | | | | |
| | | | | | | | | | | |
7\777\777\777\777\777\73A777\777\777\777\777\777\7
| | | | | | | | | | | |
| | | | | | | | | | | |
| | | | | | | | | | | |
7\777\777\777\777\777\72A777\777\777\777\777\777\7
| | | | | | | | | | | |
| | | | | | | | | | | |
L [ [ [ S QSR [
| | | | | | 1 | | | |
| | | | | | | | | | | |
| | | | | | | | | | | |
4 + + % 4 4 —+
_8m_5m —! 8g T _IT T T 3¢ W 5m 3mX
2N 2 Y F 7
A B B B 77\_‘1A777\77‘\77‘\77‘\77‘\77‘\'
| | | | | | | | | | | |
| | | | | | | | | | | |
| | | | | \_2 | | | | | |

# Exercice 4.26
Dans la figure ci-dessous on a représenté la fonction f: R — R définie par

-1 sinon.

Flx) = {cos(x) six€[-m;ml,

Tracer dans la méme figure le graphe de la fonction g: R — R définie par g(x) = 1+2f (2x + %)

e N |

Suggestion : utiliser les transformations élémentaires fi(x) = f2x), o(xX) = fi (x+§) = f(2x+5), (0) =2fo(x) =2f (2x+ )
erg(x)=1+f3(x) =1+2f(2x+3).

# Exercice 4.27
Tracer le graphe de la fonction définie par f(x) = ‘fxx—:f pour différentes valeurs de a.
# Exercice 4.28

Tracer le graphe de la fonction définie par f(x) = cos(nx) pour n=1,2,3,4.
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4 Fonctions d'une variable réelle

¢4 Exercice 4.29

Tracer le graphe des fonctions définies par f(x) = 4(1 —cos(x)), g(x) = —2cos(5x —6).

# Exercice 4.30
Tracer dans un méme plan cartésien le graphe des fonctions définies par fi (x) = a¥, f>(x) =log,(x) poura=e, a=1/e,
a=10.

# Exercice 4.31
Tracer dans un méme plan cartésien le graphe des fonctions définies par fi(x) = e¥, fo(x) =™, f5(x) = —e Y et fy(x) =
1-e™".

# Exercice 4.32
Discuter graphiquement suivant la valeur du parametre m € R le nombre et la position des solutions de I'équation f(x) =0
pour:

. fx)=x>-x-m,
2. f(x) =cos(5x) — m.

‘Y’ Exercice 4.33 (Echelles de température)

Une température de 32°F correspondent a 0 °C tandis que 100 °C correspondent a 212°F. Les échelles de température sont
linéaires. Donner les équations de conversion de Celsius en Fahrenheit et vice-versa. Comment évolue la température
exprimée en degrés Celsius lorsqu’elle augmente d'un degré Fahrenheit ? Que vaut le zéro absolu (-273.15°C) en degré
Fahrenheit?

4 Exercice 4.34 (Inclinaison et panneaux routiers)

Les panneaux routiers indiquent les inclinaisons des routes au moyen de pourcentages. Une route dont I'inclinaison est de
7.5% est une route pour laquelle I'altitude augmente ou diminue de 7.5 m lorsque on se déplace horizontalement de 100 m.
Sur autoroute, I'inclinaison maximale est de 5%. A quelle angle cette inclinaison correspond-t-elle 2

# Exercice 4.35
Une route fait un angle de 11° avec '’horizontale. Quelle distance a-t-on parcouru lorsqu’on se trouve 100 m plus haut que
le point de départ ?

# Exercice 4.36
Un cylindre circulaire droit de rayon r et de hauteur / est inscrit dans un cone de hauteur H et de rayon R. Exprimer H en
fonctionde r, h et R.

¥ Exercice 4.37

Un réseau de mobilophonie annonce ses tarifs :

Tarif A : une redevance fixe de 15<€ par mois et 1€ par minute.

Tarif B : une redevance fixe de 30 € par mois et 0.5€ par minute.

Tarif C: une redevance fixe de 40<€ par mois et 0.25< par minute.

Quelle formule choisir lorsque I'on téléphone m minutes par mois en moyenne ?

‘Y Exercice 4.38 (Gas parfaits)

D’apres la loi de BOYLE-MARIOTTE pour les gaz parfaits, la pression P, le volume V et la température T d’'un gaz obéissent a
laloi PV = nRT ou R est une constante et n représente le nombre de moles du gaz. Représenter Iévolution de la pression
en fonction du volume lorsque la température et le nombre de moles sont maintenus constants. Recommencer pour
différentes valeurs de température.

¢ Exercice 4.39

La concentration C d’'un réactif d'une réaction chimique de second ordre est donnée par C(t) = ou Cj est la

0
1+ kCpt
concentration initiale et k > 0 est une constante cinétique chimique. Tracez le graphe de la fonction C: R, — R pour

différentes valeurs de k.
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# Exercice 4.40
Dans une solution a 25 °C, la liaison entre la concentration en ions OH~ et celle en ions H* est donnée par [OH|[H*] =
10~'*. Représenter une de ces deux concentrations en fonction de I'autre.

# Exercice 4.41
D’aprés MICHAELIS et MENTEN, la vitesse V' de réaction enzymatique dépend de la concentration en substrat [S] selon la loi
V(S = V _ s
Y181+ Kin

ol [S] estla concentration en substrat, Vj; > 0 est une constante propre a la réaction et K;,, > 0 estla constante de MICHAELIS-
MENTEN spécifique de 'enzyme. Vérifier que K, est la concentration en substrat pour laquelle la vitesse de la réaction est
égale a V/2 et tracer une esquisse de I’évolution de V en fonction de [S]. Tracer ensuite le graphe de 1/V en fonction de
1/[SI.

¥ Exercice 4.42
La température T d’ébullition de I'eau est liée a la pression P qui regne au-dessus du liquide par la relation In(P) = a+ b/T
ol a et b sont des constantes. Tracer une esquisse de I’évolution de In(P) en fonction de T. Exprimer P en fonction de T.

# Exercice 4.43
Quel volume d’air faut-il insuffler dans un ballon sphérique pour que son rayon passede Ra R+ 17

# Exercice 4.44
Une tour de controle d'une hauteur de 10 m se situe a 100 m d'une piste d’envol. Exprimer la distance entre un avion sur la
piste et le sommet de la tour de controle en fonction de la position de I'avion.

# Exercice 4.45
Une montgolfiere s'éleve du sol a la verticale a une vitesse de 1 m-s~!. Exprimer la distance entre la montgolfiére et un
observateur initialement situé a 200 m.

# Exercice 4.46

Un observateur situé a une hauteur de 7 meétres du niveau de la mer observe I'’horizon. Quel est le point le plus distant qu’il
découvre si la Terre est parfaitement sphérique et I'équateur mesure 40000 km ? La plus courte distance entre la cote de la
France et celle de la Grande-Bretagne est de 17 km. A quelle hauteur faut-il se placer pour découvrir la cote anglaise ?

¢ Exercice 4.47

D’apres la loi de TORRICELLI, si on perce un trou a la base d’'une colonne d’eau d'une hauteur 2 m, I'eau s’échappe a

une vitesse de /2gh m-s™! ot1 g =9.81 m-s™!. Faire une représentation de I'évolution de 2gh en fonction de la vitesse de
I'écoulement. Trouver la réciproque de cette fonction et tracer son graphe. Comment évolue la vitesse lorsque la hauteur
est multipliée par deux?

# Exercice 4.48
Une approximation de I’angle 9 qu'un pendule fait avec la verticale au temps ¢ est donnée par

(1) =Yg cos (\/gt)

o1 9 est 'angle de départ, ¢ est lalongueur du pendule en métres, g est la constante de gravité (=9.81 m-s™!). Tracer le
graphe de t — 9(¢). Combien d’oscillations le pendule fait-il par seconde 2 Combien de secondes faut-il au pendule pour
faire une oscillation complete ?

# Exercice 4.49
Lintensité de certaines étoiles varie en maniere sinusoidale. L'intensité d’'une de ces étoile possede une période de 5.4 jours
et une intensité qui varie entre 4 + 0.35 et 4 — 0.35. Trouver une expression pour I'intensité en fonction du temps.
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# Exercice 4.50

Le radium se désintegre au cours du temps en obéissant a la loi M () = My exp(—0.000436¢), ot M, représente la masse de
radium présente au temps t = 0 et ¢ est donné en années. Tracer le graphe de la fonction M. Au départ de ¢ = 0, combien de
temps faut-il attendre pour que la masse se réduise de moitié ? Et au départde t =10?

# Exercice 4.51
L'évolution de la population mondiale P durant le XX¢ siecle peut étre approchée au moyen d'une fonction exponentielle
par

P(1)=0.0083 x (1.0137)"

ol t désigne I'année considérée. Quand la population dépassera-t-elle 7 milliards d’habitants ? Soit £ = 1900 ; combien de
temps faut-il attendre pour que la population double ? Méme question en ¢ = 2000.

# Exercice 4.52
Lévolution de la température T d'une bille de température initiale 7}, plongée dans un liquide de température 7 est décrite
par

T(f) = T;+ (T — Tpe ¥

ol k est une constante propre au liquide. Tracer le graphe de cette fonction pour différentes valeurs de k.

# Exercice 4.53
La vitesse v d'une masse m soumise a la pesanteur et a une force de frottement directement proportionnelle a v est donné
par

vty = 18 | gemtim
U

ol m, g et u sont des constantes positives. Déterminer la valeur de K pour laquelle v(0) = vy et tracer le graphe de la
fonction t — v(1).

# Exercice 4.54

Le mathématicien PE VERHULST a proposé au XIX® siecle un modele de croissance de population. Dans ce modéle, la
population P au temps ¢ est donnée par

exp(r Pmax?)

P(f) = Ppax———— 7
() MK + exp(r Pmax )

ol P est la population maximale et r > 0 et K > 1 sont des constantes. Simplifier I'expression et tracer le graphe de cette
fonction pour différentes valeurs des constantes.

# Exercice 4.55
Le rayon d'une sphere est multiplié par deux; comment évolue son volume ? Comment évolue le volume d'un cube dont la
longueur des cotés est multipliée par deux?
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Suites numériques et limites

# Exercice 5.1 (Le nénuphar glouton)
Un nénuphar vit paisible dans sa mare et double de taille tous les jours. Au 50®™¢ jour de son existence, il a déja recouvert la
moitié de sa mare, combien de temps va-t-il mettre pour recouvrir la totalité de la mare ?

<

# Exercice 5.2 (Lecture graphique, suite géométrique)
Soit (u,) la suite représentée sur la figure ci-contre.

»
>

1. Déterminer graphiquement ug, u;, et uy.

2. Ensupposant que la nature de la suite est géométrique,
en préciser la raison.

3. Exprimer u, en fonction de n.

=N Wk 1o N

4. En déduire la valeur de uyg.

» X
12345678910

o

5. Calculer S19 = ug + uq +...+ ujp.

# Exercice 5.3 (Pression atmosphérique, suite géométrique)
Au niveau de la mer, la pression atmosphérique est de 1013 hPa (hectopascals). On admet que la pression atmosphérique
diminue de 1.25% a chaque élévation de 100 m. On note pour les besoins de 'exercice P;, la pression en hectopascal a 100n
metres d’altitude et on considéere la suite numérique (P,).

1. Déterminer les pressions Py, P;, et P, aux altitudes respectivement 0 m, 100 m et 200 m.

2. Exprimer la pression P, al'altitude 1007 + 100 metres en fonction de la pression P, a ’altitude 1007 metres. En
déduire la nature de la suite et sa raison.

3. Donner le terme général de la suite (P,).
4. Calculer la pression atmosphérique a 3200 m d’altitude.

5. Déterminer a partir de quelle altitude, a 100 m pres, la pression atmosphérique devient inférieure a 600 hPa. Justifier
par un encadrement.

# Exercice 5.4 (Suite géométrique)

Une population microbienne voit son effectif augmenter d’a peu pres 10% toutes les heures. Sachant qu’elle comporte 200
individus au moment o1 nous 'observons, qu’en sera-t-il au bout de 24 heures ? Au bout de n heures (ol n est un entier
naturel) ?

‘?" Exercice 5.5 (Suite géométrique)

Etudier la convergence de la suite
n

1-a® R
1+a2)’ aen

# Exercice 5.6 (Suite arithmétique)

Le prix de vente d'une voiture commercialisée initialement en 1995 diminue tous les ans de la méme valeur. En 2002, elle
est affichée au prix de 13200<€. On reléve en 2006 un prix de vente de 11600<. On note v, le prix de vente de ce modele
I'année (1995 + n) et on considere la suite (vy,).
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- e

¥ Exercice 5.7

Etudier la limite pour 7 — +oo des suites suivantes :

Quel était le prix initial de vente en 1995?

Donner la nature de la suite (v,) et en déterminer la raison.

A partir de quel année sera-t-il possible d’acquérir la voiture pour moins de 10000€ ?

De début 1999 a fin 2010, un concessionnaire achéte chaque année dix de ces modeles. Déterminer la somme totale
dépensée pour acheter 'ensemble de ces véhicules.

NESRE 2n ) n®-1 " n- (-1t
a) —+n C _
n nd+1 n+1 n+(-1)ntl
2n+ (="
—_ f) VnS+3n- g n-vnd3-3n h) n—-vn?-3n
5n+ (-1)n+l
i +2 5
i) n2=vn*-2n i) n?>—vVn*-2n? k)M )] M
n+3 n?
nd+5n (-1)"arctan(n) " e\n
s py 1" arctantz) o (1+7) o (1-)
5n3 + cos(n) + o3 n n n
al’l _ k=n 1
Q) Py avec a,b>0 r) kglm
¢ Exercice 5.8
Calculer, en fonction de a € R, la limite
. n%-2y/n
lim .
n—+oo (y/n—-3)(2-3y/n)
?" Exercice 5.9
Calculer, si elles existent, les limites suivantes :
. 1 .
sin (= 1
lim ( ”) , lim nsin (—) , lim Sin(r) , lim nsin(n).
n—-+oo n n—+oo n n—+oo n n—+oo
‘¥ Exercice 5.10
Calculer, si elles existent, les limites suivantes :
2 2 . 2
a) lim n?|1-cos|=]|]|, b) lim n2(1-cos—|, c) lim n{l-cos|—||,
n—+oo n n—-+oo \/ﬁ n—+oo n
. 2 1 (2 o2
d) lim n°|(-1)"-cos|—|], e) lim |msin|—|], f) lim (nsin—|,
n—+oo n n—+oo n n—+oo \/ﬁ
. (D" . . 2\"
hm V/nsin h) lim [nsin , i) lim [1+—],
n—+oo n n—+oo n
2 \" 2\V7" nmy”
) lim (1+—) , k) lim (1+— , D lim 1+( ) ) ,
n—+oo \/ﬁ n—+oo n n—+oo n
1 2n
3+—
3)\4" 3 3
m) lim (1+—) , n) lim »® (tan(—)—sin(—)), o) lim n
n—-+o0o n n—-+oo n n n—-+oo gn
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# Exercice 5.11 (Série harmonique)
Montrer que la suite (x;) nen, OU Xj, 1= 22’:1 %, diverge vers +oo.

4 Exercice 5.12
Montrer que la suite (x5,) nen+, OU Xp := Z:l (% - ﬁ), est convergente;
# Exercice 5.13

Calculer, si elles existent, les limites des suites (i) ,en+ Suivantes : Vi e N*

a) u,>Inn
e) u, =Inn+sin(n)

. n?
) up=—

n!
1
m) u, = n+n+1) I

q) u, = sin(n+ %)

. T
u) U, = sm(n— —)
n

¢ Exercice 5.14

Etudier le comportement des suites

¢ Exercice 5.15

b) —Sunsl
+1
ni
b u,l:sm?
. _2m!
) un_T
n2
) tn = n2+1
2nyn+1
= e
_onf+l
Nt = i+ 1
_cos(n)
= G

1
Oup<l, Upp/ etup<l+—  du,=¥n
n

n 1 n
g)”n=z+e—n h)un=—11nn
nsin(n) n+ (="
Mu,=———" Duy= 2170
) Un 241 ) Un 3 =
2
0) up = (=" 2n+1 p)up=v3n+1-v2n+1
n
4n—-1
§) tp = (-1)"— 0 tn=v2n+1-van+1

2n+3
6n+3

W) = (D"

et b,= (6‘4” + %) (sin(n))

Soit (uy) nen UnNe suite a valeurs dans R U {—oo} U {+o0o}. Pour chacune des assertions (1) a (4) suivantes, associer celle des
phrases (a) a (d) qui signifie la méme chose (On donnera les correspondances sans justifier).

(1) VneN,IMeR,u, =M
(2) AIMeR,VneN,u, =M
(3) ImeN,VMeR,u, =M

4) VMeR,IneN,u, =M

¢ Exercice 5.16

(a) “La suite (uy)nen prend (au moins) une fois la valeur
+00.”

(b) “La suite (i) nen ne prend jamais la valeur —co.”
(c) “Lasuite (u5)nen N'est pas bornée supérieurement”

(d) “La suite (i) nen est bornée inférieurement par M.”

Soit (u,,) une suite a valeurs dans R U {—oo} U {+o0}. Que signifient les assertions suivantes ?

1. VneN,AMeR,u, <M
2. AMeR,VneN,u, <M

¢ Exercice 5.17

rai ou aux ?

3. AneN,VMeR,u, <M
4. VM eR,3neN,u, <M

1. Siune suite (Ju,|) est majorée, la suite (1) est bornée.

S T

44

Si une suite (|u,|) converge vers 0, alors la suite (u,) converge vers 0.

Si une suite (u,,) converge vers ¢ et si elle est a termes strictement positif, alors ¢ > 0.

Si une suite (u,) converge vers 0, alors la suite (u, v,) converge vers 0 quelque soit la suite (v,,).
Si (|uy) et (lv,|) sont deux suites convergentes, la suite (|u, + v,|) est aussi convergente.

Sila suite (Ju, + v,|) est convergente alors les deux suites (|u,|) et (|v,|) sont aussi convergentes.
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5 Suites numériques et limites

7. Si(uy) et (v,,) sont deux suites telles qu’a partir d'un certain rang on ait u,, < v, alors la convergence de (v,) implique
celle de (u,).

8. Si(uy) et (v,) sont deux suites telles qu’a partir d'un certain rang on ait u,, < v,, alors la convergence de (u,,) implique
celle de (vy,).

9. Si(up) et (v,) sont deux suites telles qu’a partir d'un certain rang on ait u, = v, alors la convergence de (v,) implique
celle de (u,,).

10. Si (uy) et (v,) sont deux suites telles qu’a partir d'un certain rang on ait u,, = v, alors la convergence de (u,,) implique
celle de (vy,).

11. Siune suite (u,) converge, alors elle est monotone.

12. Siune suite (u,) est monotone, alors elle converge.

13. Siune suite (u,) est croissante et majorée, alors elle converge.
14. Siune suite (u,) est croissante et minorée, alors elle converge.
15. Siune suite (u,) est décroissante et majorée, alors elle converge.

16. Siune suite (#,) est décroissante et minorée, alors elle converge.

‘¥ Exercice 5.18 (Suite récurrente)
Etudier la suite (u,,) définie par

Up donné,
Unp+1 =Wy, VYneN,
avec
1
a) up>letuy =2— — b) lsuy<2etup1=v2+ Uy 0 up>2etups =ud+1
Un
) U, u?+ uy
d) up>2etuy =u;—-2 e) up>0etup1=— f) O<up<letuyy=——
+ Uy, 2
3 2 3 2 . 15 2 15
2) u0>§etun+1=un—z h) up>2etuys1=u; -1 i) u0>7etun+1=un—z
. 4 4 4
j) up=2etuy; =3- k) ugell;4let uyy1=5—— D up>4etuy1=5——
2+ uy Up Up
# Exercice 5.19 (Suite récurrente) a+l+u
Soit a € R, a > 0. Soit (1) nen la suite récurrente définie par uy = 1 et pour tout n € N 41 = — " On pose vy, 1=
Up+1 — Up pour tout neNet s, := Z’,g;')’_l vy pour tout n € N.

1. Exprimer v, en fonction de v,,—;. En déduire qu’il existe une valeur a, de a (a préciser) pour laquelle (v,,) ,en €St une
suite constante.

2. Montrer que pour tout a # ao, la suite (v,) est une suite géométrique dont on donnera la raison.
3. Calculerlim, s,, en fonction des valeurs de a.

4. Montrer que u, =1+ s, Yn e N*. En déduire lim,, 1, en fonction des valeurs de a.

# Exercice 5.20
On sait que y/a désigne le nombre positif dont le carré vaut a. Cette écriture n’as de sens que si a est positif. Pourtant on
peut donner un sens au nombre b qui s’écrit

Lequel et que vaut b?

44 Exercice 5.21 (Suites adjacentes)
Soient (u,,) nen €t (V) nen deux suites adjacentes, c’est a dire telle que (u,,) est croissante, (v,,) est décroissante et limn(vn -
u,) = 0. Montrer que (v, — Un) nery st décroissante puis que les deux suites convergent vers une méme limite.
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# Exercice 5.22 (Moyenne arithmético-harmonique)
Soient (a;) nen, (bn) nen deux suites telles que ag > by > 0 et

a, + by, ) 2a,by,
e = .
2 il a, + by

VneN any =

1. Montrer que (a,) nen €t (by) nen sont deux suites bien définies puis que
VneN a,>b,.

2. Vérifier que la suite (a;, by,) nen €St stationnaire.
3. En supposant qu’elle existe, calculer la limite commune au deux suites.
4. Montrer que les deux suites (a,) nen €t (by) nen SOnt adjacentes.

# Exercice 5.23 (Moyenne géometrico-harmonique)
Soient (a;) nen €t (by) nen deux suites telles que ag > by > 0 et

a,+b
VneN Ape1 = — 5 1 et bpi1 =V anby,.

Montrer que ces deux suites convergent et ont méme limite (appelée moyenne géométrico-harmonique de ay et by).

@ Calcul de logarithmes et moyenne arithmético-géométrique Lorsque 'on désire calculer un sinus, un logarithme,
une exponentielle, etc., avec une précision allant de quelques dizaines a quelques milliers de chiffres, la solution la
plus couramment retenue consiste a approcher la fonction désirée par un polynéme. Pour obtenir de bien plus grandes
précisions a un cofit raisonnable, on utilise la moyenne arithmético-géométrique de GAUSS-LEGENDRE. Si on part de deux
valeurs ay et by, et que I'on construit les suites (ay), et (by),, les deux suites convergent trés vite (c’est-a-dire s’approchent
tres vite). Notons ¢(ay, bp) cette limite. La table ci-dessous donne les premieres étapes du calcul de ¢(1,2) :

i a; bl'
0 1 2
1 1.5 1.4142135623730
2 1.4571067811865 1.4564753152197
3 1.4567910481542 1.4567910139395
4 1.4567910310469 1.4567910310469

En utilisant (pour un x grand) la relation

4] -4 361 —42
log(x) + Og)(;zc) + 0g() +

ﬂ —
20(1,4/x) x4

on se ramene au calcul d'une moyenne arithmético-géomeétrique bien choisie pour calculer des logarithmes avec une tres
grande précision.

Source : Vincent LEFEVRE et Jean-Michel MULLER, «Erreurs en arithmétique des ordinateurs» — Images des Mathématiques,
CNRS, 2009. En ligne, URL : http://images.math.cnrs.fr/Erreurs-en-arithmetique-des.html

® Moyennes arithmétique, géométrique et harmonique : interprétation géométrique Soient a et b les longueurs des
deux segments contigus, et considérons le demi-cercle dont le diameétre est 'union de ces deux segments. Construisons la
perpendiculaire au point K (ol les deux segments se rencontrent), et soit P le point d’'intersection de cette perpendiculaire
avec le demi-cercle. Soit O le centre du demi-cercle et soit Q le pied de la perpendiculaire au rayon OP passant par K.

Ona PQ < PK < PO et en utilisant les théorémes sur les triangles rectangles on trouve

2 a+b
T < vV ab <
aTh M 2
, Moyenne géométrique

. Moyenne arithmetique
Moyenne harmonique i 4
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5 Suites numériques et limites

¥ Exercice 5.24
Donner 'exemple
1. d’une suite bornée et sans limite;
d’'une suite non bornée ayant une limite ;
d’une suite non bornée et sans limite;
de deux suites (¢4,,) neny €t (V1) nen telle que (u,) converge et (v,) diverge et (u,v,) diverge;
de deux suites (¢4,,) neny €t (V1) nen telle que (u,) converge et (v,) diverge et (1, v,) converge;
de deux suites bornées (1) nen €t (V) nen telle que (1) ne converge pas, (v,,) ne converge pas, mais (i, v,) converge.

o W

¢ Exercice 5.25

Déterminer I'ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (u,,) ,en+ dans les cas suivants

(-Dn"
1
1+ﬁ

D up=(D" @) up:= =)

) un::sin(y.

# Exercice 5.26
Considérons un polygone régulier a n cotés inscrit dans un disque de rayon r. Montrer que son périmetre tend vers la
longueurs du cercle lorsque 7 tend vers +oo.

# Exercice 5.27

Le segment AB de longueur 1 est subdivisé en n segments égaux et sur chacun d’eux on construit un triangle rectangle
isocele comme en figure. On obtient une ligne de segments de longueur L = 2n¢. Montrer que L ne tend pas vers 1 lorsque
n tend vers +oo méme si elle tend a se confondre avec le segment AB. Vers quelle valeur tend-elle ?

# Exercice 5.28

Le segment AB de longueur 1 est subdivisé en n segments égaux et sur chacun d’eux on construit un demi-cercle comme
en figure. On obtient une ligne de longueur L. Montrer que L ne tend pas vers 1 lorsque 7 tend vers +oo méme si elle tend a
se confondre avec le segment AB. Vers quelle valeur tend-elle ?

C YN Y YN

A B
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Limites et continuité

¥ Exercice 6.1

Lorsqu'un objet de température initiale Ty est plongé dans un milieu de température constante T;,, 'évolution de sa
température est donnée par T(t) = Ty, + (Tp — Tjn)e~ ¥ ol k est une constante strictement positive qui dépend de I'objet et
du milieu dans lequel il est plongé. Qu’elle est la limite de cette fonction lorsque ¢ tend vers I'infini ?

¥ Exercice 6.2

En I'absence de frottement, une masse soumise a la pesanteur posséde une accélération constante de g m-s~2. Sa vitesse
v(t) évolue suivant v(f) = vy + gt. En présence d'un frottement, la masse m > 0 subit une résistance a sa progression dans
l'air qui est d’autant plus élevée que sa vitesse est élevée. Dans le modele d'un fluide tres visqueux (par exemple le miel), la
force de frottement p > 0 est directement proportionnelle a la vitesse de la masse. Dans ce cas, la vitesse est donnée par

mng

By _HBy
v(t) =vge m" + (1—e m").

Quelle est la limite de cette fonction pour t — +00?

¢ Exercice 6.3

La force d’attraction entre deux masses est donnée par la loi de NEWTON F(r) = m

=2 ou F est la force d’attraction (en
newtons), G =6.67 x 1071 N-m? -kg‘2 est une constante universelle, r est la distance (en metres) entre les masses et m;
et » sont les masses. Soit la masse de la Terre 6 x 10%*kg et celle, approximative, d'un satellite 10*kg. A partir de quelle
distance la force exercée par la Terre sur le satellite est-elle inférieure a 10N ? Et inférieure a € > 0N ? Que vaut la limite
lim, 100 F(£)?

¥ Exercice 6.4
Dans le modele de croissance de population de VERHULST la taille de la population est donnée par

Pyt

P(t) = PmK+ eert

ou K, r et P,,, désignent des constantes positives. Trouver la limite de P(¢) pour ¢ — +oo.

‘?" Exercice 6.5 (EIL)
Calculer lorsqu’elles existent les limites suivantes :

o oV1+x+x2-1 X% +2|x X2 +2)x
a) lim ————, b) lim =———, ¢ lim ———,
x—0 X x—0 X X——00 X
. x2—4 ) sin?(x) V14 x—-V1+x2
d) lim —, e) lim ————, f) lim ————,
x—2x2-3x+2 x—7 1+ cos(x) x—0 x
-1
g lim vx+5-vx-3, h) lim ——, (neN), ) lim (Vx+1-v%),
X——00 x—1x"-1 X—+00
. VX +sin(x) . 2*—cos(x) . x?1In(1+2x)
j) lim ————, k lim ———, D) lim — ,
x—+oo  In(x) x—0* by x—0 2sin(x)(cos(3x) — 1)
. x2—4x+3
m)lim
x—3 4x-12
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¥ Exercice 6.6
Compléter le tableau suivant :

fx)= xsin(}—lc) flx)= %sin(x) flx)= xcos(%) fx)= %cos(x)

}Ci_r}(l) fx)

im0

Jim f(x)

# Exercice 6.7
Etudier les limites quand x tend vers +oo des fonctions suivantes

f)=\x+vVx—vx et gx):=\x+\x+vVx-Vx

# Exercice 6.8

Au niveau 1 de Super Mario World, Mario court et saute
vers la droite. Notons x sa position horizontale. Sa hauteur h
est décrite en fonction de x par la fonction définie par mor-
ceaux suivante :

x+3, si0<x<3,
9-x, si3<x<4,
—4x%+39x—87, si4<x<B6,
-x*+16x-57, si6<x<9.

h(x) =

Montrer que le parcours de Mario est continu sur l'intervalle
[0;9]. Autrement dit, vérifier que la fonction h est continue en
x=3,x=4etx=6.

# Exercice 6.9 (Discontinuité de premiére espéce)
Soit f une application de R\ {0} dans R satisfaisant

X
| x|

VxeR\{0} fx):=
Montrer que f n’est pas prolongeable par continuité en 0.

# Exercice 6.10 (Discontinuité de seconde espéce)
Soit f une application de R\ {0} dans R satisfaisant

VxeR\ {0} fx):= sin(%).

Montrer que f n’est pas prolongeable par continuité en 0.

‘¥ Exercice 6.11 (Fonction prolongeable par continuité)
Soit f I'application de R\ {0} dans R définie par

VxeR\ {0} fx) ::xsin(i).

Montrer que f est prolongeable par continuité en 0.

# Exercice 6.12
Etudier, en fonction des deux entiers positif 7 et m, si f est prolongeable en 0
£ V1+xM™—y1-x™m
X) = .
xn
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# Exercice 6.13
Soient E:= [-2,-1[U{0}U] + 1,+2] et F:=[-1,+1]. Soit f I'application de E dans F définie par

x+1 sixe[-2,-1],
VxeE fx):=40 six=0,
x—1 sixe]l+1,+2].

Montrer que f est bijective et continue en tout point de E mais qu'’il existe un point de F en lequel f~! n’est pas continue.

¢ Exercice 6.14

Ftudier la continuité en 0 de la fonction

sin(x) .
== six#0,
(x)i=49 "
! { 1 six=0.
*?" Exercice 6.15
Etudier la continuité en 0 de la fonction
x*sin(1) six>0,
fx):=<0 six=0,

|

xcos(3) six<O.

# Exercice 6.16
1. Soit f I'application définie par

x— f(x)=

f:R—R x?cos(L) six#0,
0 six=0.

Etablir si f est continue.

2. Soit f I'application définie par

fR—-R 2 i (1 :
x—»f(x)z{x sin(5) six#0,

0 six=0.

Etablir si f est continue.
3. Soit f I'application définie par

—

f[R—=R (1 :
x»—»f(x)z{ xsin(;) six#0,

0 six=0.
Etablir si f est continue.
4. Soit f I'application définie par
f:R* >R

X
1+e’

4.1. Montrer que f est continue.
4.2. f est-elle prolongeable par continuité en 0?
4.3. Calculer limy_._o f(x) et limy— 400 f(xX).

5. Soit f I'application définie par

f:R*—R

x— f(x)=x-1-In]|x|.

5.1. Calculer les limites de f en 0, en —oo et en +oco.

5.2. Etablir si f est prolongeable par continuité en 0.

50 © G. Faccanont — 2017-2018



6 Limites et continuité

# Exercice 6.17
Etablir si les fonctions suivantes sont prolongeables par continuité en 0.
fiR* >R f:R*" >R fiR* >R
xsin(%), six>0, l_%zsm, six>0, xcos(%), six>0,
X . X— X—
w, six <0, xsin(}—lc), six <0, Lcos - gix <0,
X

# Exercice 6.18
Soit f: R — R 'application définie par
Ll i x ¢ 40,1,

f) =41 six=1,
0 six=0.

Est-elle continue ?

# Exercice 6.19
1. Dire sil’application f: R\ {+1} — R définie par f(x) =
prolongement par continuité le cas échéant.

1 2

T+3 ~ Tz Se prolonge par continuité en —1 et en 1. Donner le

2. Dire sil’application f: R\ {£1} — R définie par f(x) = ﬁ — —2 se prolonge par continuité en —1 et en 1. Donner le

1-x
prolongement par continuité le cas échéant.

‘¥ Exercice 6.20 (Application du théoréme de la bijection)
Soit f 'application de R} dans R définie par f(x) = x -2 +In(x).
1. Montrer que I'équation f(x) = 0 admet une solution unique qu’on notera a.

2. Soit g la bijection réciproque de f. Etudier monotonie et continuité de g en précisant son comportement aux bornes

de I'’ensemble de définition.

3. Calculer lim @
X—+00

# Exercice 6.21
Soit f et g deux fonctions continues de [a, b] dans R telles que f(a) < g(a) et f(b) > g(b). Prouver qu'il existe xq €]a, b| tel
que f(xo) = g(xo).

¢ Exercice 6.22

Soit f une fonction continue et injective de [a, b] dans R. Prouver que f est strictement monotone.

# Exercice 6.23
Soit f une fonction continue de [0, 1] dans [0, 1]. Montrer qu'il existe a € [0,1] tel que f(a) = a (un tel point est appelé point

fixede f).

¢ Exercice 6.24
Considérons I'équation x(1 + e*) = e*. Montrer qu’elle admet une unique solution réelle ¢ dans [0; 1].

‘¥ Exercice 6.25 (Application du théoréme des valeurs intermédiaires)

Soit f: R — R définie par f(x) = x3° + x — 1073, Montrer qu'il existe x € R satisfaisant a f(x) =0 et 0 < x < %.
¥ Exercice 6.26 (Application du théoréme des valeurs intermédiaires)

Montrer que toute fonction polynomiale de degré impair posséde au moins un zéro réel.

# Exercice 6.27
En utilisant le théoréeme des valeurs intermédiaires, déduire le nombre de solutions de 1'équation f(x) = 0 sur I'intervalle I
dans les cas suivants (sans résoudre I’équation) :

a) f(x)=x?-16, I=]0,+00l, b) f(x) = x*> - 160, I =] —0,0],
C) f(x):xz_\/é)lz]_ooyo[v d) f(x)=x3—\/ﬁ,l=]0,+oo[.
# Exercice 6.28

Montrer qu'il existe x €]0, 1] tel que arctan(x) = 7/8, puis qu’il est unique. Déterminer x par dichotomie avec une précision
de 1/8.
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" Exercice 7.1
Pour les fonctions représentées en figure, trouver les appariements entre les fonction 1, 2, 3, 4 et les dérivées a, b, c, d.

(1] ¥ 2] ¥ 3] ¥ [4] ¥

/2 N

[a] \ 7y [b] v [c] v d]

¥ Exercice 7.2
Pour chacune des fonctions représentées, tracer une esquisse du graphe de leur dérivée.

— N W R g <
—_ N W g <

01 23 456 X -5-4-3-2-1012 3 45 X

¥ Exercice 7.3
Calculer les dérivées des fonctions :

1 3o . . x*+3
a) g(x) = N b) f(t) =43 +2r-1 ) H(z) =sin(z)cos(z) d) f(X)——ngr:_,,x_7
e) g(t) = t3sin(p) f) T(r)=r?tan(r) g) G(v) =512 h) R(w) = L(“')

1-sin(w)
i) sin(x)cos(x) j) cos(—2x+1) K 5w ) In(x®+1)
m)e* 3 n) oo 0) 2xe®sW p) Vcos(x) +2
Q) sin@2x+1) 1) xcos(5x) s) (1-%) t) sin(x?)
uw 3x+2)° v) sin(%2) W) G x) sin(2x)cos(7x)
# Exercice 7.4

Calculer la dérivée 100-eme de la fonction f(x) = (x2—x)~ L

52
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‘¥ Exercice 7.5 (Tangentes)
1. Trouver I'équation de la tangente au graphe de la fonction définie par f(x) = x> +1en 1.

4x

2. Trouver I'équation de la tangente au graphe de la fonction définie par f(x) = 37 en 0.
3. Trouver I’équation de la tangente au graphe de la fonction définie par f(x) = x‘z‘fl en 1.
4. Le graphe de la fonction définie par f(x) = ax? + bx + 3 passe par le point (2,0). La tangente au graphe de f en ce

point est parallele a la droite d’équation y = 3x + 2. Trouver a et b.

5. Le graphe de la fonction définie par f(x) = ax? + bx + 3 passe par le point (2,3) et la pente de la tangente au graphe
de f en x = a est égale a 2a. Passe-t-il par le point (3,9) ?

6. La pente de la tangente au graphe de f en x = 1 est égale a 3. La pente de la tangente au graphe de g en x =1 est
égale a 7. Calculer la pente de la tangente au graphe de f + g en x = 1. Que peut-on dire de la pente de la tangente au
graphe de fg en x =1? Que peut-on dire de la pente de la tangente au graphe de fgen x=1si f(1) =3 et g(1) =27

# Exercice 7.6

On considere une fonction exponentielle f: x — ¢*. Soit P le point d’intersection du graphe de f avec la tangente a
ce graphe passant par l'origine du plan cartésien. Montrer que I'ordonnée de P ne dépend pas du choix de la base de
I'exponentielle, i.e. qu'importe la valeur choisie pour c.

‘Y’ Exercice 7.7

Le volume V et la pression P d'un gaz maintenu a une température constante sont liés par la loi de VAN DER WAALS qui
s'écrit P(V) = nRT/(V — nb) — an®/V? ol a et b sont des constantes propres au gaz, n désigne le nombre de moles, T est la
température et R est une constante. Calculer P’.

# Exercice 7.8
Trouver la vitesse au temps ¢ = 2 d'une masse attachée a un ressort et dont la position au temps ¢ est donnée par
x(t) = Acos(2nwt). Que se passe-t-il avec la vitesse si on double 'amplitude A?

# Exercice 7.9

Un ballon s’éléve verticalement 2 la vitesse de 10m-s~'. S'il se trouve initialement au sol & une distance de 200m d’un
observateur, quel est le taux de variation 9’ (¢) de son angle d’élévation par rapport aI'observateur lorsque I'angle d’élévation
estégalam/4?

# Exercice 7.10
Un ballon s’éléve verticalement 4 la vitesse de 10m-s~1. S’il se trouve initialement au sol 4 une distance de 100m d’un
observateur, quel est le taux de variation 9’ () de son angle d’élévation par rapport a 'observateur apres 10s?

¢ Exercice 7.11
Une masse tombe avec une accélération constante a. Comment évolue sa vitesse ?

4 Exercice 7.12
Quelle accélération constante (en m- s~2) un véhicule doit-il avoir pour passer d'une vitesse de 0 km - h~! 4 une vitesse de
100km-h~' en 10s?

# Exercice 7.13

Une ligne de téléphone relie deux pylones distants de 14 m. Les sommets des pylones se trouvent aux points (-7,0) et (7,0).
La ligne décrit une courbe d’équation y = 8(cosh(x/7) —cosh(1). Trouver I'angle entre le pylone et la tangente a la ligne au
point d’attache.

¥ Exercice 7.14 (Théoréme de PHOPITAL - EL [2])
Calculer les limites suivantes :
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X% —4x+4 . 2 _ 2%+ x . xX2-5x+6
1. im ——— 2. lim 3. lim 4. lim —
x—2 x2-4 x—-1x2+x x—0 X2 —Xx =3 x2—-6x+9
o xX2+10x+21 . x%+3x-4 o X34+ x%2-5x+3 o xX3+x%2-5x+3
5. lim ——— 6. lim —— 7. lim —— 8. im——F—
x—-3  x2-9 x—1 x2-x x—1 x—1 x—1 x2-1
o x34+x%2-5x+3 ) x=2 ) x2-4 . x3-8
9. im——— 10.lim ——— 11.lim ——— 12.lim —
x—1 x3-1 x—2 x3-3x2+4 x—2x3-3x2+4 x—2x3—-3x2+4
I o xP- . (x-2)? e -
13.lim 14.lim 15.1im 16.lim
x—2 (x—2)2 x—2 x2 —4x x—2 x2-2x ¥—0 X
. ef - .oef-1 .oe¥-1 B
17.lim 18.lim 19.lim 20.lim
x—0 2Xx x—0 x2 x—0 3x2 x—0
2-2e* In(x x2-1 r—
21.lim 22.lim () Jim 4.lim
x—0 X —1x—1 x—1 In(x) x—1 In(x)
. 2 . .
sin“(x sin(x sin(x 1-cos(x
25.1im ) 26.lim ; ) 27.lim (x) 28.lim —()
x—0 X x—0 X x—0 X x—0 X
1+ cos(x 1—cos(x 1—cos(x 1-cos—(x
29.lim €05t 30.1im - 95 31.1im -9 32.1jm 1205~
X=T  X—7 x—0 x + sin(x) x—0  x? x—0 x3
. 2 . . .
sin“(x xcos(x) —sin(x X —sin(x x —sin(x
33.1im S 3a.Jim XE0S) SN gy X7 SING) 36.1im 2~
x—0 x3 x—0 x3 x—0 x2 x—0 x3
sin(kx tan(kx sin(ax tan(ax
37.lim () 38.lim (k) Jim — (ax) Jdim (ax)
-0 X x—0 x—0 sin(bx) x—0 tan(bx)

sin(a + h) —sin(a)

cos(a+ h) — cos(a)

sin(x) — sin(a)

cos(x) —cos(a)

41.lim 42.lim 43.lim 44.lim
h—0 h h—0 h x—a XxX—a x—a xX—a
‘¥ Exercice 7.15 (Théoréme de PHOPITAL - EL [2))
Calculer les limites suivantes :
. x+1 . x%+3 . 4x+3 . 3x3 — x2
1. lim 2. lim 3. lim 4. lim
x—o0 x2 +3 x—oo x+1 x—00 2x + 1 x—oco 5x—3
. 4x 6x . x% . xr42x%+1
5. lim ——— 6. 7. lim — 8. lim
x—o0 3x3 + x2 x—002x+3 x—oo x4 4+2x2 +1 X—00 x2
Xt +2xt+1 . x . er . er
9. lim 10. lim — 11. lim — 12. lim —
X—00 x4 X—+00 X X—+00 X X—+o0 x3
o x%+2x . - . Y+ x In(x)
13. lim 14. im — 15. lim 16. 1
x—+oo X X—-00 X X—+o0  x2 X—+o0 X
In(x In(x In(x In(x
17. lim # 18. lim (%) 19. 1 () 20.1 %)
x—+oo X x—+oo0 \/x X—+o0 e¥ X—0* %
X
21. lim ———
x—+00 ln(xz)
4 Exercice 7.16 (Théoréme de PTHOPITAL)
Calculer les limites suivantes. Pourquoi ne peut-on pas utiliser le théoreme de 'HOPITAL pour les calculer ?
sin(x cos(x x x
1. lim ( ), 2. lim ( ), 3. lim —, 4. lim —,
X—+o00 X x=0 X x—0 X X—-00 X
2 (1 .
x-sin(= X +sin(x X+ cos(x
5. lim ,—(x), . lim ——, 7. lim —(), 8. lim —()
x—0 sin(x) x—0 In(x) Xx—+00 X x—+00 2x — cos(x)
¢ Exercice 7.17 (Théoréme de 'HOPITAL - EL [0 - 00])
Calculer les limites suivantes :
1. lim xIn(x) 2. lim x?In(x) 3. lim xe* 4. lim xe™*
x—0F x—0t X——00 X—+00

5. lim xe!/* 6. lim (x—%)tan(x) 7. lim (x - 2)* tan(x)
x—0* x—»% x_,%
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44 Exercice 7.18 (Théoréme de THOPITAL - EI. [co — o0])
Calculer les limites suivantes :

. 1 1 . 1 1 . 1 1
1. lim|— - — 2. lim - 3. lim|— -
x—0\x sin(x) x—1\In(x) x-1 x—0\x e*-1
. 1 . 1 X . 1 1
4. lim —tan(x) 5. lim | —— - 6. lim -
x—% \ cos(x) x—1*\In(x) 2In(x) —1\lnx) (x-1)2

¥ Exercice 7.19
Calculer les limites suivantes.

1. lim,_, SR, 2. limy_, 20, 3. limy_o <L, 4. limy_p S0,
i 1 1 ; X ; 11 . 1 _ cos(ax)
5. chlg(l)(sin(x) tan(x))’ 6. chlir(l) iy 7. }Cl_%(sin(x) x)’ 8. }Cl_r}})(xz 32 )’
3
. sin(x)-x+%
9. lim T
# Exercice 7.20

Montrer que la fonction f: R — R définie par f(x) = (x> —3x +2)e* admet deux racines réelles ¢; < ¢, de f etles calculer.

¢ Exercice 7.21

Considérons la fonction f: [— 72—’; 7] — R définie par

X 7 V3

flx) = E_SIH(X)+E_7'

Montrer qu'il existe deux solutions £~ < 0 et £* > 0 de 'équation f(x) = 0 pour x € [-7;7].

¢ Exercice 7.22

Soit la fonction f, (x) = cosh(x) +cos(x) —y. Pour y = 1,2, 3 trouver (graphiquement) un intervalle qui contient le zéro de f.

# Exercice 7.23 (Application du théoréme des accroissements finis)

Un automobiliste entre sur une autoroute o1 la vitesse est limitée 2 130 km -h~!, Quand il ressort, deux heures plus tard et a
305 km de son point d’entrée, des gendarmes lui dressent un PV pour exces de vitesse, bien que sa vitesse n’ait été jamais
matériellement contrélée. Ont-ils raison ?

# Exercice 7.24
Soit f'I'application définie sur R dont le tableau de variations Alors 'expression de f peut étre...
est [ fo=1x+1
X —00 0 +00 DZ. fx)=e*—x
_ X4l
+00 +00 DS' fx)= ﬁc\il

f \ / [ 4 fo=vaZ+1

[ ]5. foo=In(x®+1)

¢ Exercice 7.25

2
-4
Soit a et b deux réels et f la fonction définie sur R\ {—b} telle que f(x) = ax

b On note ¥ la courbe représentative de f.

D 1. Pour tout a € R, f est prolongeable par continuité en x = —b.
D 2. Sib=-2/y/aeta>0alors [ est prolongeable par continuité en x = —b.
D 3. Sib=2/\/aeta>0alors f est prolongeable par continuité en x = —b.

D 4. ¢ admet une asymptote verticale pour tout a et b.
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D 5. Il existe au moins une valeur de a telle que ¢ admet une asymptote horizontale.
D 6. Il existe au moins une valeur de a # 0 telle que ¢ admet une asymptote oblique.
D 7. Soit a= b =1, alors ¢ est au-dessus de son asymptote au voisinage de +oo.

D 8. Soita=—1et b=1, alors ¢ est au-dessus de son asymptote au voisinage de +oo.

¢ Exercice 7.26

Soit f,: R — R une application définie par

x% cos(%), six#0,
0, six=0.

fa(x) 2{

Pour « =0, 1,2,3, répondre aux questions suivantes :
* fy est-elle continueen x =072
* fu est-elle dérivableen x =0?
x [y est-elle de classe €1 (R) ?

# Exercice 7.27
Soit f: R — R une application définie par

x3cos(1), six>0,

fx) =10, six=0,
Bsin(L), six<o.

. Etablir si f est continue en x = 0.

1

2. Calculer f’(x) pour x # 0. En déduire I'’équation de la droite tangente a f en x = %
3. Etablir si f est dérivable en x = 0.
4

. Etablir si f est f est de classe € (R).

# Exercice 7.28
Soit f: R — R une application définie par
xIn(x), six>0,
fx)=40, six=0,
xzsin(%), si x<0.

1. f est-elle continueen x =07

2. Calculer f’(x) pour x # 0. En déduire I'équation de la droite tangente a f en x = 1.
3. f est-elle dérivableen x =0?

4. f est-elle de classe €L (R)?

# Exercice 7.29
Soit f: R — R une application définie par
xzcos(%), six>0,
fx) =10, six=0,
x?sin(l), six<o.

X

. fest-elle continueen x =072

. Calculer f'(x) pour x # 0. En déduire I'équation de la droite tangente a f en x = +

1
2 =
3. f est-elle dérivableen x=07?
4. f est-elle de classe €' (R) 2

# Exercice 7.30
Soit f: R — R une application définie par

24in (1

x?sin(1), six>0,
fx) =10, six=0,
3

x3sin(1), six<o.
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1. f est-elle continueen x=07?

2. Calculer f’(x) pour x # 0. En déduire I'’équation de la droite tangente a f en x = %
3. f est-elle dérivableen x =0?
4

. f est-elle de classe €' (R) 2

# Exercice 7.31
Soit f: R — R une application définie par f(x) = x?cos (#) pour x #0 et f(0) =0.
1. f est-elle continueen x =07
2. Calculer f’(x) pour x # 0. En déduire I'équation de la droite tangente a f en x = 1.
3. f est-elle dérivable en x = 0?2 Calculer I'équation de la droite tangente a f en x = 0 le cas échéant.
4. f est-elle de classe €' (R) 2

# Exercice 7.32
Soit f: R — R une application définie par f(x) = x*sin (é) pour x #0 et f(0) =0.
1. f est-elle continueen x =07
2. Calculer f’(x) pour x # 0. En déduire I'équation de la droite tangente a f en x = 1.
3. f est-elle dérivable en x = 02 Calculer I'équation de la droite tangente a f en x = 0 le cas échéant.
4. f est-elle de classe €' (R) ?

¢ Exercice 7.33

Dans chaque question, on définira une fonction f: R — R dont le domaine de définition est R et qui satisfait aux propriétés
spécifiées :

a) f estinjective et non surjective, b) f estsurjective et non injective,
¢) f estbijective et non continue au point 1, d) f estinjective, continue dans R et bornée,
e) f estcontinue dans R et non dérivable au point 1, f) f estdérivable dans R et f’ est non continue au point 0,

g) f estbornée etlimy_.o f(x) n'existe pas.

¢ Exercice 7.34
Soit h: [-1;1] — R la fonction définie par h(x) =1— V2. Peut-on appliquer a h le théoréme de Rolle ?

¢¢ Exercice 7.35

Soit h: [-1;1] — R 1a fonction définie par h(x) =1— V2. Peut-on appliquer a £ le théoréme des accroissements finis ?

# Exercice 7.36
Soit g: 10; Z[—]0, 1[ une application telle que g(x) = sin(x).
1. Montrer que g est strictement croissante sur ]0; 5 [.
2. En utilisant le théoréme de la bijection démontrer que I’équation g(x) = % admet une unique solution.
3. Déterminer la fonction inverse g~!. Que sait-on de la continuité de g=! ?
4. Calculer la dérivée de g~ sur ]0; 1.

‘Y Exercice 7.37
Soit g: ] —o0o,0[— R une application telle que g(x) = e* —1.
1. Montrer que g est strictement croissante sur R*.
2. En utilisant le théoréme de la bijection démontrer que I’équation g(x) = —% admet une unique solution.
3. Déterminer la fonction inverse g~!. Que sait-on de la continuité de g ' 2
4. Calculer la dérivée de g~! sur]—1;0].

# Exercice 7.38
Soit g: ] —1,0[— R une application telle que g(x) =In(1 + x).
1. Montrer que g est strictement croissante sur | — 1,0[.
2. En utilisant le théoréme de la bijection démontrer que 1'équation g(x) = —2 admet une unique solution.
3. Déterminer la fonction inverse g~!. Que sait-on de la continuité de g ' 2
4. Calculer la dérivée de g~ sur ] —oo; 0.
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# Exercice 7.39 i
Un terrain rectangulaire d’aire A se trouve le long de la rive
(rectiligne) d'une riviere. Quelle est la longueur minimale de

la cloture nécessaire pour cloturer les trois autres cotés du hi A
terrain ?
b
W
# Exercice 7.40

Trouver le point de la courbe d’équation y = /x plus proche au point (4,0).

# Exercice 7.41 y
On consideére le quart de circonférence d’équation y =
V1-x% pour 0 < x < 1. Soit P = (xp, yp) un point du quart
de circonférence. On note par A le point d'intersection de la
tangente en P avec I'axe x. Exprimer la surface du triangle
OAP en fonction de xp.

¢ Exercice 7.42

On consideére le quart de circonférence d’équation y =

V1—x2 pour 0 < x < 1. Soit P = (xp, yp) un point du quart
de circonférence. On note par B le point d'intersection de la
tangente en P avec I'axe y. Exprimer la surface du triangle
OBP en fonction de xp.

# Exercice 7.43 (Dérivée d’'une fonction composée)

Un glacon sphérique fond en conservant sa forme. Le taux de variation de son volume avec le temps est proportionnel a
sa surface. Il faut une heure pour qu'un glacon de un centimeétre de rayon fonde totalement. Aprés combien de temps le
glacon a-t-il diminué de moitié en volume ? Rappel : la surface et le volume d’'une sphére de rayon r sont respectivement
S=4nr’etV=3ard.

# Exercice 7.44 (Dérivée d’'une fonction composée)

Un glacon cubique fond en conservant sa forme. Le taux de variation de son volume avec le temps est proportionnel a sa
surface. Il faut une heure pour qu'un glagon de un centimetre de coté fonde totalement. Aprés combien de temps le glacon
a-t-il diminué de moitié en volume ?

# Exercice 7.45
D’apres le principe de Fermat un rayon lumineux n’emprunte pas le chemin le plus court mais le chemin le plus rapide.
Autrement dit, ce n’est pas la longueur du parcours mais sa durée qui est minimale.

1. Démontrer la loi de la réfraction : “dans le plan soient A et B deux points de chaque coté d'une droite 2. On suppose
que la lumieére voyage a vitesse u dans le demi plan contenant A et a vitesse v dans 'autre demi-plan. Alors le
rayon lumineux prend le chemin caractérisé par 'équation ucos(y) = vcos(a) ou «a et y sont les angles indiqués
ci-dessous.”

A

vitesse u a P
vitesse v 0%

B

(Indication : choisir un repere adapté et exprimer le temps nécessaire pour le chemin en fonction de la position du
point P; puis minimiser par un calcul de dérivée.)
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2. Pour un rayon lumineux qui arrive sur la surface d'un lac un nageur mesure a = 45° et y = 58°. En déduire la vitesse
de la lumiere dans I'eau.

# Exercice 7.46

Un alpiniste commence a escalader une montagne un samedi a 7 heures du matin. A 5 heures de I'aprés-midi, il atteint le
sommet, ol il décide de passer la nuit. Le dimanche matin a 7 heures, il entame sa descente. Il arrive a son point de départ
a 17 heures. On suppose que son altitude varie continument au cours du temps. Prouver qu’a un méme moment de la
journée du samedi et celle du dimanche, il était a la méme altitude.

# Exercice 7.47
On considere un produit dont le prix unitaire est p (p > 0). On note q la quantité vendue de ce produit pendant un mois et
on suppose que g(p) = a+ fp ol «a et B sont des réels.

1. Peut-on déja prédire le signe de la constante 2

De combien varie la quantité vendue lorsque le prix augmente de 1?

Quelle est la plus grande valeur de p possible sachant que la quantité vendue g est un nombre positif?
On suppose désormais que g = 5000 si p = 100, et que g = 4000 si p = 200. Déterminer « et .
Déterminer en fonction de p les recettes mensuelles r(p).

Quelle est la valeur maximale des recettes ?

N o ok w

Le co(t unitaire de fabrication du produit est égal a 100. Déterminer en fonction de p le profit g(p) total réalisé
(c’est-a-dire la différence entre recettes et cofit).

8. Pour quelle quantité le profit est-il maximal ?

# Exercice 7.48 4 C
Un tracteur partant d'un point A situé sur une route recti- A D A
ligne doit atteindre un point B situé dans un champ (voir la 90
figure ci-contre). On connait les distances AC=¢et CB=d

et on sait que le tracteur va deux fois moins vite dans le d
champ que sur la route. Il quitte la route en un point D de

[AC] a préciser. Les trajets de A a D et de D a B sont sup-

posés rectilignes. Déterminez le point D pour que le temps B
total soit minimal. Discutez suivant ¢ et d.

# Exercice 7.49

On note x la quantité produite, p le prix et f(x) le cotit. On suppose que I'on se trouve dans un cas de concurrence parfaite,
dans lequel le prix de la marchandise est indépendant de la quantité produite. Le profit est la fonction I1(x) = recette — cotit.
Prouver que le profit est optimal lorsque la recette marginale est égal au colit marginal.

# Exercice 7.50
On dispose d'un compte épargne a un taux d’intérét annuel de 5%.

1. On place 10000<€. Calculez les intéréts gagnés au bout d’un an si les intéréts sont versés
1.1. une fois par an,
1.2. une fois par mois,
1.3. en continu.
2. On suppose que les intéréts sont versés une fois par I’an. Apres combien d’années le capital aura-t-il triplé ?

3. On suppose que les intéréts sont versés continiment. Quel montant initial doit-on placer pour avoir 25000<€ apres
dix ans?

Tous les résultats de cet exercice sont a arrondir au centime le plus proche.

# Exercice 7.51

Un joueur de football, en possession du ballon, court sur la ligne de touche. Ayant une frappe extrémement forte il ne se
soucie pas de la distance et tire a 'endroit ou1 'angle d’ouverture par rapport au but est maximal. Quel est alors cet angle
(en degrés) ?

Utiliser les dimensions recommandées par la FIFA : terrain 105m x 68m et largeur du but 7.32m.
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# Exercice 7.52

Deux rues se coupent en formant un angle droit. Une voiture circule sur une rue a une vitesse de 2m-s~! et une seconde
voiture circule sur I'autre rue 4 une vitesse de 4m-s~'. Les voitures partent toutes les deux d’une distance de 200 m du
point d’intersection et se dirigent vers 'intersection des rues. Quelle sera leur distance minimale ?

# Exercice 7.53

La distance r qui sépare deux molécules résulte d’'un équilibre entre une force attractive proportionnelle a 1/r° et une
force répulsive proportionnelle 4 1/r'2. La distance d’équilibre est celle pour laquelle le potentiel de LENNARD-JONES est
minimal. Calculer cette distance sachant que ce potentiel est donné par

vor=se((2) (%))

ol o est une distance, appelée distance de collision, et € est le potentiel minimal.

# Exercice 7.54
Dans une molécule diatomique, I'énergie potentielle varie avec la distance r entre les deux atomes. L'expression empirique
de ce potentiel (appelé potentiel de MORSE) est donnée par

V(r)=D(1 - e* Pry?

ol a, B> 0 sont des constantes propres a chaque molécule. A I'équilibre une molécule de trouve au niveau de son énergie
potentielle la plus basse. Trouver cette position d’équilibre. La différence entre I'énergie potentielle a I'équilibre et celle
lorsque r tend vers I'infini est I'énergie de dissociation. Calculer cette énergie.

# Exercice 7.55
La mesure de la distance entre deux points donne une série de valeurs expérimentales d;,ds, ..., d,. Sur la base de ces
valeurs, on désire obtenir une estimation de d qui soit la plus proche possible de la réalité. Trouver une formule pour d

telle que la mesure d’erreur
(d-d)*+(d—dp)?* +--+(d—dp)"

soit minimale.

# Exercice 7.56
Une société produit des boites en carton de 5L en forme de parallélépipede a base carrée. Les boites doivent utiliser la
moindre quantité de carton possible. Quelles dimensions doit-elle fixer ?

¢ Exercice 7.57

Etudier brievement la fonction f: R} — R définie par f(x) = —

P p e e
o €t en déduire que e” > 7°.

# Exercice 7.58 (Cones de glace)
On veut insérer entierement une sphere de glace dans un céne de biscuit de sorte a ce que le cone soit le plus remplis
possible. Ceci revient a minimiser le rapport entre le volume du cone et le volume de la sphere.

C

=

* Exprimer la hauteur & et le rayon R du cone en fonction de r > 0 le rayon de la sphére et de 9 €]0; 5 [ 'angle du cone.

Volume du cone
Volume de la sphere *

% Calculer la hauteur £ et le rayon R optimales du cone en fonction du rayon de la sphere r.

* Trouver la valeur de 9 qui minimise le rapport
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Plan d'étude d'une fonction numérique

¢ Exercice 8.1
Etudier les variations et donner une représentation graphique de la fonction

fiR—=R
x-—»f(x)=x+ln(x2—1)

en répondant aux questions suivantes :
1. ensemble de définition
comportement aux extrémités de I'ensemble de définition et recherche d’asymptotes
extrema locaux, sens de variation et tableaux des variations
convexité, concavité
graphe

AN

¢ Exercice 8.2

Etudier les variations et donner une représentation graphique de la fonction

fR—-R

x— f(x)=2x+Vx2-1

en répondant aux questions suivantes :
1. ensemble de définition
comportement aux extrémités de 'ensemble de définition et recherche d’asymptotes
extrema locaux, sens de variation et tableaux des variations
convexité, concavité
graphe

AR

# Exercice 8.3
Etudier les variations et donner une représentation graphique de la fonction
fTR-R

In?(x)

x2

en répondant aux questions suivantes :
1. ensemble de définition
comportement aux extrémités de 'ensemble de définition et recherche d’asymptotes
extrema locaux, sens de variation et tableaux des variations
convexité, concavité
graphe

Sl ol

# Exercice 8.4
Etudier les variations et donner une représentation graphique de la fonction

fiR-R
x— f(x)=In(x-x°)

en répondant aux questions suivantes :
1. ensemble de définition
2. comportement aux extrémités de I'ensemble de définition et recherche d’asymptotes
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8 Plan d'étude d'une fonction numérique

3.
4.

extrema locaux, sens de variation et tableaux des variations
graphe

¢ Exercice 8.5

Etudier les variations et donner une représentation graphique de la fonction

[R—-R
x.—»f(x):

2

In(x?) -1

en répondant aux questions suivantes :

1.

2.
3.
4.

ensemble de définition

comportement aux extrémités de I’ensemble de définition et recherche d’asymptotes
extrema locaux, sens de variation et tableaux des variations

graphe

4 Exercice 8.6

On considere la fonction f: R — R définie par

fx)=2x+Vx2+2x-2.

1. Trouver I'ensemble de définition & de f.
2. Calculer les limites de f aux extrémités de ’ensemble de définition.
3. Calculer la dérivée f'(x) de f, son ensemble de définition et étudier son signe.
4. En déduire le sens de variation de f et dresser le tableau de variation de f.
5. Etablir le développement limité a 1'ordre 2 de la fonction x — @ en —oo puis en +oo et préciser la position de la
courbe représentative de f par rapport a ces asymptotes.
6. Tracer les asymptotes et I’allure de la courbe de f.
¥ Exercice 8.7
Soit f: R — R la fonction définie par
2— 1 six <-4,

T 7x—27
f)=41-(x+2)3 si—-4<x<0,

X+ |x2-3x| six>0,

dont le graphe est représenté dans la figure ci-dessous.

_ 3
y-2x—§

=7

Répondre aux questions suivantes (pour la plupart des questions il n’est pas nécessaire de faire des calculs mais il faut
justifier la réponse) :

62
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8 Plan d’étude d'une fonction numérique

1. Quel est'ensemble de définition de f?

N

Ftudier la continuité et la dérivabilité de fenx=—-4,enx=-2,enx=0eten x =3. Donner, lorsqu’il est possible, la
valeur de f’ en chacun de ces points.

Quelle estI’équation de la droite tangente au graphe de fen x=—-2?FEten x =47
Quel est le signe de f'(x) pour x € D 2
Quel est le signe de f”(x) pour x € Dn ?

Calculer limy_._o f(x).

N o oo w

Calculer lim_, 4o, f(x).

¢ Exercice 8.8

Considérons la fonction f: A< R — R définie par

3x+1

fx) =

x2-2x"
Trouver 'ensemble de définition A.

Trouver le signe de f.

Trouver les limites ol f n’est pas définie et pour x — +oo.

Trouver la dérivée de f et ol f est croissante ou décroissante.

SAEE A

Dessiner le graphe de f.

¢¢ Exercice 8.9

Tracer le graphe de la fonction

flx)=

X2 —5x+4
en détaillant

1. son domaine et son signe,

2. les limites pour x — +oo et aux bornes du domaine de définition,

3. étudier la dérivée de f.

44 Exercice 8.10

On veut déterminer la limite de visibilité d depuis un point d’altitude / = 0 au-dessus du niveau de la mer.
Du point A on voit jusqu’au point B ainsi
(R+h)* = R* + d?

donc

d(h) = V2Rh+ h?.

Etudier cette limite de visibilité en fonction de h.

Considérons R = 6371 km le rayon de la Terre. Un adulte de i = 1.80m verra jusqu’'a d(h) = 4.789km, un enfant de 7 = 1m
verra jusqu’a d(h) = 3.569km. Depuis le sommet de la tour Eiffel 7 =273 m on verra jusqu’a d(h) = 58.98km.
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Primitives et Intégrales

Primitives

¥ Exercice 9.1 (Par intégration directe)
Calculer les primitives suivantes :

1.f2x3—3x+1dx z.f\/E+\3/}dx

4. f\/2x+1dx 5. f\4/(x—1)3dx
3,2 X
7. f(1+2x) dx 8 | —dx
x+1
¥ Exercice 9.2
Calculer les primitives suivantes :
1 1 1
1. | — dx 2. f —dx 3. f dx
1+x 1-x 1+ x2

¥ Exercice 9.3 (Par transformations élémentaires)
Calculer les primitives suivantes :

X 3
1.fe dx z.f LI 3.fln(x)dx
1+e* 1+e* X
5.] S e.f—”cf’s(x)dx 7.[ 2X gy
xIn3(x) X+ sin(x) 1+ x4

1 etan(x)
9. fsin3(x)cos(x)dx 10.[,—dx 11.[ dx
sin(x) cos(x) cos?(x)
1
13.]2L dx 14.fx(x2+1)2dx 15.f & d
xX“+2x+2
eﬁ 2 3
17.f—dx 18.fxex dx 19.fxzex dx
VX
21/de 22f Y 23['(3)dx
) 7T J Toxd .| sin@Bx

1
25.[ —— dxavec ax+b#0,a#0etn>1
(ax+Db)"

¥ Exercice 9.4
Calculer les primitives suivantes :

64

1

dx
+1

VX

—— dx
xV/x

B+x+1
x2+1

1
4. dx
fl—x2

e—l/x

L[

8. f sm'(Z;c) dx
1+ sin“(x)
1-2x
V1-x2

lﬁ.fx\/5+x2 dx

"0, f sin(v)

X

12.

24.f(ax+b)”dxaveca750
etn#1l
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2 .

1./ cos. (x) dx 9 /s?n(x)+cos(x)dx 3-[ 1 e
1 —sin(x) sin(x) — cos(x) sin?(x) cos?(x)

T p—— s [ g —
cos(x) sin(x) sin(x) cos(x)

‘¥ Exercice 9.5 (Intégration par changement de variable)
Calculer les primitives suivantes :

sin(In(x)) 1+eV¥ 1 1
W f S 4y © f dx 3) f dx @ f —
x VX x—Vx Vx(1+v/x)
X
®) f — e 6) f — @) f L ®) f e*In(1 +¢¥) dx
l1+e xIn(x) X ln(i)
©) f; & (10 f & 1) X & 12) f\/e"—ldx
x(2+1n?(x) V1-x2 vx3-1
In(x) 1 gtan(x) x
(13) f . dx (14) fex+e‘x dx (15) fcosz(x) dx (16) fm dx
1 el’x cos(x)
2 - -
a7 fxv a+x*dx (18) fx\/mdx (19) f 2 dx (20) f1+sin(x) dx
1 1 x3 1 X
(21) f?cos(;) dx (22) fmdx (23) f3+x2 dx 24) f1+x4 dx
‘Y Exercice 9.6 (Intégration par parties)
Calculer les primitives suivantes :
1. fln(f) dx 2. flnﬂn—(x))dx 3. fln(1+x)dx 4, fxzexdx
X X
5. In(x) dx 6. fxsin(x) dx 7. fxln(x) dx 8. fxz cos(x) dx
VX
9. f &Jx)e‘an(x) dx 10. f x3sin(x?) dx 11. [ e**sin(3x) dx 12. f e ¥ cos(2x) dx
cos®(x)
13. f x*In(x) dx 14. hi% dx 15. f In®(x) dx 16. f xsin®(x) dx
X

¥ Exercice 9.7
Calculer la primitive suivante en utilisant un changement de variable. Comparer ensuite au résultat obtenu en utilisant

I'intégration par parties :
xarcsin(x)

V1-x?

# Exercice 9.8 ((P. HALMOS))

Si f,g: R — R sont deux fonctions dérivables quelconques, on sait que la dérivée du produit n’est pas le produit des
dérivées, autrement dit (fg)’ # f'g’. Cependant, il existe des fonctions f et g pour lesquelles on a bien (fg)' = f'g’, par
exemple si f et g sont toutes deux égales a une constante (pas nécessairement la méme). Pouvez-vous en trouver d’autres ?

44 Exercice 9.9 (Formules de réduction)
Les formules de réduction dérivent de 'application répétée de la regle d’intégration par parties.

1. Soit n €N et a € R*, montrer que

n .. nn-1) _ n!\ e**
fx”e“xdx:(x"——x" Ly —x" Zor(-)"— | —+c
a o a’) «a
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2. Soit n € N. Montrer que

_qini—1 _
fsin”(x)dxz sin ilx)cos(x) N nnlfsin”‘z(x) dx,

n-1 : _
[cos”(x) dx = cos (:;) Sin(x) + nn ! fcos”_z(x) dx.

3. Soit n € N. Montrer que
[x sin(x) dx = —x" cos(x) + nx"~ s1n(x) n(n-— l)f sm(x) dx,
fx cos(x) dx = x"sin(x) + nx" " cos(x) — n(n— l)f 2 cos(x) dx.

4. Soit ne N*, @ # —1 et x > 0. Montrer que

a+1

fx“ln”(x)dx:(ln”(x)—an 01+ D -2y

+1 (a+1)? (a +1)”)cr+l+C

# Exercice 9.10 (Intégration de fonctions rationnelles)
Calculer les primitives suivantes :

a)fidx C)dex )/3x +2x— 5
a 3x+1 X

b f(x—b)” dx, n#l d fx3—4xdx D f(xz—l)zdx

Intégrales

¢ Exercice 9.11

La valeur moyenne de la fonction f(x) = x* sur l'intervalle [0; k] est 9. Calculer k.

¥ Exercice 9.12 (Vitesse et accélération)
Soit VV > 0 une constante. Une voiture roule 2 une vitesse de v(t) = V(1 - t) km-h~! durant I'intervalle de temps 0 < t < 1 h.
Quelle a été sa vitesse maximale ? Quelle distance a-t-elle parcouru?

# Exercice 9.13
Calculer

11 1/V3 1 12_5
N P L PR L IS
1 1+x2 ~1/v3 1+3x2 _1x2-5x+6

4 Exercice 9.14 (Calcul de l'aire)

Calculer I'aire comprise entre le graphe de la fonction f(x) etle graphe de la fonction g(x) :

a) fx)=—x*+x+2etg(x)=x>-3x+2 b) f(x)= etg(x) x% - x

¥ Exercice 9.15 (Calcul de P'aire)

Calculer I'aire de A et de B ainsi définis :

:{(x,y)EfRz

1
05x52n,§5y5c033x}, B={(x,y)€R2

1
—nsxsn,gsyscos%}.

¢ Exercice 9.16

66 © G. Faccanont — 2017-2018



9 Primitives et Intégrales

Dans la figure ci-contre on a tracé le graphe de la fonction y
g: [0; w] — R définie par

X
g(x) :f fde
0 y=8x)

R
S
=

avec f: [0; w] — R une fonction continue et dérivable. Le h
graphe de g a tangente horizontale en x = 0 et présente un
changement de concavité en x = h et un maximum en x = k.

1. Calculer f(0) et f(k).

2. Tracer un graphe plausible de f et montrer qu’elle admet un maximum.

3. Dorénavant on suppose que g est une fonction polynomiale de degré 3.
3.1. Montrer que h = w/3 et k =2h.

3.2. Pour w =3 et g(1) =2/3 trouver I'expression de g.

# Exercice 9.17 (Taux Marginal, Taux Effectif : comprendre les impots)

Dans I'imaginaire populaire, changer de tranche de revenu est vécu comme un drame. Combien de fois a-t-on entendu
parents ou proches s’'inquiéter de savoir si telle ou telle augmentation de revenu n’allait pas les faire changer de tranche et
donc payer soudain plus d’'impdts ? Le plus simple, pour comprendre ce qu'il se passe, est de tracer la courbe des imp6ts en
fonction du revenu ou plut6t du “quotient familial” (QF), parce qu'un méme revenu n’est pas imposé de la méme facon
selon le nombre de personnes (parts) qu'il est censé faire vivre. On appelle QF le quotient du revenu par le nombre de parts
etle nombre de parts est de 1 par adulte et de 0.5 par enfant, sauf cas particuliers.

Le principe de I'impét sur les revenus est le suivant : le revenu imposable ! pour 'année 2016 est partagé en tranches
et 'impo6t a payer en 2017 est calculé en prenant un certain pourcentage de chaque tranche. Voici alors les tranches
d’imposition selon les données officielles prises sur le site du ministere des finances :

Tranche Du Revenu 2016 ~ Taux d’imposition 2017
e jusqu'a9710<€ : 0%

¢ de9710€ a26818< : 14%

e de26818€ a71898<: 30%
ede71898€a152260€: 41%

e plus de 152260€ : 45%

Dans ce tableau, ce qu'on nomme le “taux d'imposition” est en fait le taux marginal : ¢’est un pourcentage qui ne s’applique
qu'a une partie des revenus, celle de la tranche concernée. On voit que le taux marginal est plus important pour les forts
revenus : c’est ce qu'on appelle la progressivité de I'impot. On voit aussi que dans chaque tranche, le montant d'impot a
payer est proportionnel au QF : on dit que la fonction impots est linéaire par morceaux. Ces tranches d’'imposition signifient
la chose suivante :

* Silerevenu est inférieur 2 9710 €, on ne paye pas d'impot.

* Sile revenu est compris entre 9710€ et 26818<€, on ne paye pas d'impdt sur les premiers 9710 € de son revenu, et
on paye 14% de la partie qui excede 9710<€. Par exemple, si le revenu est 9711<, on payera 14% de 1<, c’est-a-dire
14 centimes.

* Sile revenu est compris entre 26818<€ et 71898<, on ne paye rien sur la premiére tranche de 9710<€, puis 14% sur la
deuxiéme tranche, allant de 9710€ a 26818 <€ (soit 14% de (26818 —9710) €= 2395.12€), et enfin 30% sur la partie
du revenu qui exceéde 71898 €. Par exemple : si le revenu est de 72000 €, I'imp6t sera de 0 +2395.12 +30% x (72000 —
71898) = 2425.72€.

* De méme on trouve pour les impdts dans chacune des autres tranches : 0.41 x (152260 —71898) = 32948.42 €, etc.

Prenons I'exemple concret d'un contribuable, célibataire, qui en 2017 déclare 100000 € de revenu pour 'année 2016. On
veut calculer explicitement les imp6ts a payer. Ce contribuable est dans une tranche d’imposition marginale de 41% donc
au total a un montant d’'impots de 0 x (9710 —0) + 14% x (26818 —9710) +30% x (71898 —26818) +41% x (100000 — 71898) =
27440.94 € et est ainsi redevable de 27.44% de ses revenus (et non 41%).

Ecrire et tracer le graphe des fonctions suivantes en fonction du revenu imposable (ou du QF) :
1. Taux d'imposition marginal,
2. Montant de I'imp0t,

1. Il s’agit du revenu du contribuable auquel on retire certaines sommes (par exemple au titre des frais professionnels).
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3. Taux réel d'imposition,

4. Ce qui reste apres avoir payé 'impot.
En tracant la courbe des impd6ts payés en fonction du QF on verra tout de suite qu’il n'y a aucun «saut» dans la courbe
lorsqu’on change de tranche. Mathématiquement parlant, I'impo6t est une fonction continue du QF pour qu’il n'y ait pas
d’injustices : une petite modification du revenu n’entraine qu’une petite modification de I'impét (sauter d'une tranche
n'est pas un drame). Avec des taux marginaux par tranches, on obtient une fonction croissante (plus le revenu est élevé et
plus I'impot est élevé) et affine par morceaux; et puisque le taux marginal augmente en fonction du revenu il s’agit d'une
fonction convexe. Cela signifie que la courbe «monte toujours plus vite» : plus le revenu est élevé et plus le taux marginal
augmente. Non seulement I'imp6t augmente en fonction du revenu mais il augmente de plus en plus vite.

# Exercice 9.18 (Probabilité géométrique)
1. On sélectionne un point au hasard sur une cible circulaire. Quelle est la probabilité que le point choisi soit plus prét
du centre que de la circonférence de la cible ?

2. On sélectionne un point au hasard sur une cible carrée. Quelle est la probabilité que le point sélectionné soit plus
prét du centre du carré que d'un de ses cOtés ?
Source :http://www.thedudeminds.net

# Exercice 9.19 (Probléme pratique)

J’ai acheté une ancienne maison qui utilise du mazout pour le chauffage. Le constructeur avait enterré une cuve cylindrique
dont je ne connais pas la capacité, je peux juste mesurer la hauteur du mazout dans la cuve et le rayon qui est de 0.80 m.
Sachant qu’au départ la hauteur du mazout dans la cuve est de 0.36 m et qu’apres avoir ajouté 3000 L la hauteur est de
1.35m, je veux calculer le volume totale de la cuve et tracer la fonction qui renvoie les litres que je peux ajouter en fonction
de la hauteur de mazout présent dans la cuve.

# Exercice 9.20 (Un escargot sur un élastique)

Un escargot avance d'un métre par jour sur un élastique d'un kilometre de long. Mais I'élastique s’étire d'un kilometre par
jour. L'escargot arrivera-t-elle au bout de I'élastique ?

Source :http://allken-bernard.org/pierre/weblog/7p=209
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Equations différentielles ordinaires (EDO)

EDO d'ordre 1 a variables séparables

¥ Exercice 10.1

Résoudre le probleme de CAUCHY
¥ (%) +2xy*(x) =0,
y(0) =2.

‘¥ Exercice 10.2
Résoudre le probleme de Cauchy

y'(x) —4xy*(x) =0,
y(0) =2.

¢ Exercice 10.3

Résoudre le probleme de Cauchy
Y0 = ty* (),
y(O) = J’(),

en fonction de la donnée initiale yp.

# Exercice 10.4 (Datation au carbone 14)
Le carbone 14 est un isotope présent dans tout organisme vivant. Le nombre d’atomes de carbone 14 est constant tant
que l'organisme est en vie. A la mort de I'organisme, le nombre d’atomes décroit avec une vitesse proportionnelle au
nombre d’atomes. On note n(¢) >0 le nombre d’atomes au temps ¢, exprimé en années, apres la mort de 'organisme. Ce
mécanisme se traduit par 'équation

n' (1) = —kn(t)

ol k est une constante positive.
1. Trouver toutes les solutions de 'EDO.
2. Sachant qu’il faut 5700 ans pour que la quantité de carbone 14 diminue de moitié dans un organisme mort, calculer k.
3. Des ossements anciens récemment exhumés contiennent 9 fois moins de carbone 14 que des ossements similaires
d’aujourd’hui. Déterminer I’age des ossements exhumés.

44 Exercice 10.5 («Les experts - Toulon»)

Le corps de la victime a été trouvé sur le lieu du crime a 2H20 de nuit. Apres une demi-heure la température du corps est
de 15°C. Quand a eu lieu I'homicide si a '’heure de la découverte la température du corps est de 20°C et si la température
externe est de —5°C?

Suggestion : se rappeler la loi de Newton qui dit que la vitesse de refroidissement est proportionnelle a la différence des
températures.
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10 Equations différentielles ordinaires (EDO)

# Exercice 10.6 («Un giteau presque parfait»)

Un gateau est sorti du four a 17H00 quand il est brilant (100°C). Apres 10 minutes sa température est de 80°C et de 65°C a
17H20. Déterminer la température de la cuisine.

Suggestion : se rappeler la loi de Newton qui dit que la vitesse de refroidissement est proportionnelle a la différence des
températures.

# Exercice 10.7
Deux produits chimiques présents dans une cuve avec une concentration de 1g/1 a'instant ¢ = 0 interagissent et produisent
une substance dont la concentration est notée y(t) al'instant £ = 0. On suppose que y(t) est régie parI'équation différentielle

y' () =Q1-y(1)? pour tout ¢ = 0.

1. Montrer que toute solution de 'EDO est une fonction croissante.

2. Chercher les solutions constantes de I'EDO.

3. Considérons la solution y telle que y(0) = 0. Montrer que I'on a 0 < y(#) < 1 pour tout ¢ > 0. (On admettra que les
graphes de deux solutions distinctes ne se coupent pas et on pourra s’aider d'un dessin.)

4. Considérons la solution y telle que y(0) = 0. Montrer que IEIPOO y(t) = ¢ existe. Puis, en admettant que [EIPOO Y () =0,
déterminer ¢.

5. Calculer la solution lorsque y(0) =0, lorsque y(0) =1 et lorsque y(0) = 2. Dans chacun de ces cas établir I'intervalle
maximale d’existence.

# Exercice 10.8 (Logistique)
Soit k et h deux constantes positives. Calculer p(t) pour ¢ > 0 solution du probleme de Cauchy

p'(0) = kp(t) — hp?(D),
p(0) = po.

Ce modele, qui décrit I'évolution d'une population de p individus a I'instant ¢, suppose que le taux de croissance du nombre
d’individus n’est pas constant mais diminue si la population augment (les ressources se réduisent).

# Exercice 10.9 («Urgence»)

On étudie la progression d’'une maladie contagieuse dans une population donnée. On note x(#) la proportion des personnes
malades a I'instant ¢ et y(#) celle des personnes non atteintes. On a donc x(#) + y(#) = 1 pour tout ¢ = 0. On suppose que la
vitesse de propagation de la maladie x(#) est proportionnelle au produit x(#) y(¢) (ce qui signifie que la maladie de propage
par contact). Si on note I(¢) le nombre d’individus infectés a I'instant ¢ et I7 le nombre d’individus total, il existe une
constante k € R telle que I'(¢) = kI(r)(I7 — I(¢)). Sila ville est isolée et compte 5000 individus dont 160 sont malades et
1200 le sont 7 jours apres, a partir de quel jour 'infection touchera 80% de la population ? Et 100% ?

# Exercice 10.10
On note y(f) le nombre de ménages vivant en France équipés d'un ordinateur (¢ est exprimé en années et y(f) en millions
de ménages). Le modéle de VARHULST estime que sur la période 1980 — 2020, y(t) est solution de I'équation différentielle

y' (1) =0,022y(1)(20 - y(1)).

1. Calculer toutes les solutions de I’équation différentielle.

2. Onpose t = 0en 1980 et on sait que y(0) = 0,01. Combien de ménages vivant en France seront équipés d'un ordinateur
en 20207

4 Exercice 10.11 (Modéle de GOMPERTZ)

Lorsqu'une nouvelle espece s’introduit dans un écosystéme, elle évolue d’abord lentement; son rythme de croissance
s’accélere ensuite a mesure qu’elle s’adapte, puis ralentit quand la population devient trop importante compte tenu des
ressources disponibles. Pour ce type d’évolution, on utilise le modele de GOMPERTZ suivant :

y'(1) = —y(®)In(y(1)).

Calculer toute les solutions de cette équation différentielle pour ¢ > 0 (ne pas oublier les solutions constantes). La population
va-t-elle survivre ?
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10 Equations différentielles ordinaires (EDO)

EDO d’'ordre 1 linéaire
¥ Exercice 10.12

Résoudre le probleme de Cauchy
Y () + B+ Dyx) =x%e™,
y(0) =1.

‘¥ Exercice 10.13
Résoudre le probleme de Cauchy

¥ (x) + Bx2 - 1) y(x) = x%e*,
9(0) = —1.

# Exercice 10.14
Résoudre le probleme de Cauchy
Y
Y@+ gy = S
y(0) =1.

# Exercice 10.15
Résoudre le probleme de Cauchy

Y (%) + (4x3 +5)y(x) = x3e7%,
y(0) =1.

¢ Exercice 10.16

Etablir s'il existe des solutions de ' (x) = —2y(x) + e~>*

¢ Exercice 10.17

Etablir s'il existe des solutions de y'(x) = —2xy(x) + x.

¢¢ Exercice 10.18

Résoudre I'équation différentielle

qui ont dérivée nulle en x = 0.

(x+1)y'(x) + y(x) = (x + 1) sin(x)

sur des intervalles a préciser.

¥ Exercice 10.19

Dans un circuit électrique de type résistance-inductance, le courant I évolue avec le temps selon

I'(n)+ El(t) _Vv
L L

ol R, L et V sont des constantes associées aux composantes électriques. Résolvez I'équation différentielle. La solution

tend-elle vers une limite finie ?

# Exercice 10.20

On considere un réservoir de capacité 50001 rempli d'une solution
sel/eau parfaitement mélangée contenant 20 kg de sel. Un mélange qui
contient 0.03 kg de sel par litre d’eau entre dans le réservoir a un débit
de 251-min~!. La solution est maintenue bien mélangés. Si y(t) désigne
la quantité (en kilos) de sel dissoute dans le réservoir a I'instant ¢, y'(¢)
représente le taux de variation de la quantité de sel, i.e. la différence entre
le taux auquel le sel entre et le taux auquel il en sort.

1. Apres avoir calculé les taux auxquels le sel entre et sort du réservoir,
montrer que cette situation est décrite par le probléme de Cauchy

Y1) =075- 50
¥(0) = 20.

2. Calculer I'unique solutions de ce probleme.

3. Combien de sel reste dans le réservoir apres une demi-heure 2
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10 Equations différentielles ordinaires (EDO)

# Exercice 10.21
Lair d’'un garage de 3m x 5m x 2m est initialement chargée de 0.001% de monoxyde de carbone (CO). A I'instant ¢ = 0, on
fait tourner un moteur et des fumées toxiques contenant 5% de CO se dégagent de la piéce a raison de 3 litres par minute.
Heureusement, 'air de la piece est éliminée a la méme vitesse de 31- min~!. On note v(#) le volume de CO présent dans la
piece au temps ¢.
1. En supposant que le mélange se fait instantanément, montrer que cette situation est décrite par le probleme de
Cauchy
/ _ v(t)
v (f) =0.15- 70000’
v(0)=0.3.

2. Déterminer le volume v(t) de CO présent dans la piece au temps t. Calculer vers quelle valeur limite v(t) tend lorsque
t tend vers I'infini.
3. Le seuil critique pour la santé est de 0.015% de CO. Aprés combien de temps ce taux est-il atteint ?

Débit : 31-min~!
Concentration : 5%

i## Taux :?1-min~! l
CO:v(t) ], v(0)=21 Débit : 31-min~!
Taux : v/(#) I-min™! Concentration : —~2
Capacité : 3m x5m x 2m = 300001 e " 30000
Concentration : 3;830 — Taux:?l-min~!
# Exercice 10.22
Trouver la solution des problémes de CAUCHY suivants :
'+ X =0, re]oZ| ')+ 2 =2cos(r), 1€]0;E]
1) y tan(n — 2 @) y tan(n) ) 2
yy =7 yy =%
# Exercice 10.23

Déterminer la solution générale de 'EDO 3/ (1) + 12y(t) = 4 apres avoir indiqué sur quelle intervalle la solution est définie.

# Exercice 10.24
Déterminer la solution générale de 'EDO y'(¢) + y(t) = 3! aprés avoir indiqué sur quelle intervalle la solution est définie.

# Exercice 10.25

Déterminer la solution générale de 'EDO y'(¢) + tan(2) y(¢) = #(t) apres avoir indiqué sur quelle intervalle la solution est

définie.

# Exercice 10.26 i of

Déterminer la solution générale de 'EDO y'(f) + - y(t) = =z apres avoir indiqué sur quelle intervalle la solution est

définie.

# Exercice 10.27 L2t

Déterminer la solution générale de 'EDO y'(¢) + y(1) = e apres avoir indiqué sur quelle intervalle la solution est
el+e

définie.

# Exercice 10.28

Déterminer la solution générale de 'EDO ty/(t) + (3t +1)y(t) = e~3! apres avoir indiqué sur quelle intervalle la solution est
définie.

¢ Exercice 10.29

Déterminer la solution générale de 'EDO 2#(¢ + 1) y'(r) + (£ + 1) y(¢) = 1 apres avoir indiqué sur quelle intervalle la solution
est définie.
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