Equation de la tangente

Si f est dérivable en xg, alors I'équation de la tangente au graphe
de f au point (xp, f(xp)) est

y f'(x0)(x — x0) + f(x0)
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dérivées a connaitre

> pour f

> pour f :

> poura#Oetf:xm x? f'(x)=ax’" pourx>0.
x5, fl(x) =€ surR.
x = In(x), f'(x) = sur 10, +o0].
. x + cos(x), f'(x) = —sin(x) sur R.

> pour f
> pour f

> pour f

: x = sin(x), f'(x) = cos(x) sur R.
. x > tan(x), f/(x) = 1+ tan?(x)  sur Dy.
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Autre écriture de la dérivée comme limite

Si f est dérivable en xp, alors on peut écrire : o’{:wjt /Ry

Fo) = I!lnolf(xo+hi)7—f(xo)l b LA
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Exemple. On retrouve les limites classiques :
In(14x)

o @0 "I sin(0)=1 et Ii£10 . In'(1) = 1.
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Dérivation — Calculs

Théoreme (Régles de calcul des dérivées) pﬂ/::jt‘ :

Sifetg sor/1t dér/ivabl:as sur /, alors sur [ on a gm' A
> (f+g)y=Ff+g 9

w (fg)=fg+rg oo f'W“A'Z
L'fo Lt (LY _F M_mgcﬁwL
si f # 0 sur [ alors (;) =% " o,

. f /_f’g—g’f
@ si g # 0sur/ alors (E) = o2 fﬁcwfm%c(fm
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Dérivation — Calculs
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Théoreme (Composée et réciproque)
Soit / un intervalle de R.

» Si f dérivable sur | et g dérivable sur (/) alors
gof:xw— g(f(x)) dérivable sur [ et

Vxel, (gof)(x)=g(f(x)f'(x)

» Si f est bijective de / sur f(/), dérivable sur I et f' £ 0 sur /,
alors =1 dérivable sur f(/) et

vyef(l), (FY) ()= f’(f—ll(y)))
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Théoreme (Régle de I'Hopital)
f(x)

0] li t f indéterminée (2 ),
n suppose que X|_>rr)1<0 2(x) est une forme indéterminée (0 ou OC))
f! f f!
Alors si |lim (x) existe on a [im (—X) = |im ()
X—X0 g’(x) X—X0 g(x) X—X0 g’(x)
1-— 1
Exemple. On retrouve ainsi :  lim &(X)

x—0
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Théoreme (Dérivée et monotonie)
Soit / un intervalle de R et f dérivable sur /.

» f est croissante sur / si et seulement si f’ est positive ou nulle
sur /. Autrement dit :

» Si f’ est strictement positive sur / (sauf en un nombre fini de
points) alors f est strictement croissante sur / :

"Wxel, fl(x)>0" = "Vxel,Vyel, [x<y= f(x)<f(y)]"
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Théoreme (Dérivée et monotonie)
Soit / un intervalle de R et f dérivable sur /.
> f est décroissante sur [ si et seulement si la ' < 0 sur /.
» Si f’ < 0 sur | (sauf en un nombre fini de points) alors f est
strictement décroissante sur /.
» f est constante sur / si et seulement si f’ est nulle sur /.
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Théoréme (Composition et monotonie)

Soit f et g deux fonctions.
Si g est croissante sur f(/), alors

> si f est croissante sur / alors g o f est croissante sur /
> si f est décroissante sur | alors g o f est décroissante sur /
Si g est décroissante sur f(/), alors

> si f est croissante sur / alors g o f est décroissante sur /

> si f est décroissante sur / alors g o f est croissante sur /
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Tableau de variations

Le tableau de variations de f indique :
> le signe de la dérivée ' (indiqué par + ou —),

» le sens de variations de la fonction f (“croissant” et
“décroissant” étant symbolisés par les fleches 7 et ),

> les valeurs de f au(x) point(s) ou la dérivée f’ s'annule,

» les limites éventuelles en —oo, +00 et en les points ol f n'est

pas définie.
. . 1
Exemple. On étudie le cas de la fonction x +— —.
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Tableau de variations

Exemple

Tableau de variations de la fonction x — x + In((x + 1)2 —

(examen juin 2016).
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Extrema locaux et globaux
Définition
Soit | un intervalle de R,

» f atteint son minimum sur | au point c si f(x) > f(c) pour
tout x € I ; dans ce cas le minimum de f sur | vaut f(c).

» f atteint son maximum sur | au point c si f(x) < f(c) pour
tout x € I ; dans ce cas le maximum de f sur | vaut f(c).

Le terme extremum (au pluriel extrema) recouvre toutes ces
notions.
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Extrema locaux et globaux
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Si f atteint un minimum (ou maximum) local en c alors f( )
En particulier, la tangente au graphe de f au point (c, f(c)) est
une droite horizontale.
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Convexité, concavité, points d'inflexion
Définition
f est convexe sur l'intervalle | si sa dérivée est croissante sur |.
f est concave sur | si sa dérivée est décroissante sur |.

Remarque

f est convexe sur [ si et seulement si —f est concave sur /.

Exemple. Les fonctions In et exp. o
@L O\A:M/Ha/b AR I‘Aek(») (//(“ ?Zmﬁz l/;!(‘ DL:MM ’?4
0{4‘% é& M Crkaw.
0. dinnte e = 2 akLA- %MLX o omoande e @
q\,\;c . ?A’ W
% le’xMZ;,_ A,/(_MD&/W&,J"‘“C

@A_MM\,-(/,( de + 2
’)LM%I”J(' Lowvtxe .



Théoreme (position graphe / tangente)
> si f est convexe sur /, alors le graphe de f est au-dessus de
toutes ses tangentes sur /,

> si f est concave sur /, alors le graphe de f est au-dessous de
toutes ses tangentes sur /.




Définition

Si la dérivée f' est dérivable sur | on dit que f est deux fois
— dérivable sur /. On note alors f" la dérivée de f', et on I'appelle
dérivée seconde de f sur .

Théoréme (Convexité / concavité et dérivée seconde)

+— f est convexe sur [ si et seulement si f” est positive sur /,
» f est concave sur / si et seulement si f” est négative sur /.
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Définition
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Soit f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle I, un point
xg de | est appelé point d’inflexion de f si sa dérivée seconde f”

change de signe au point xq.
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Tracé du graphe d'une fonction

Etapes pour le tracé du graphe de f

>

>

>

limites de f aux bords de son domaine de définition ;
asymptotes de f en —co et +o00;
calcul de la dérivée f/, tableau de variations de f, extrema;

calcul de la dérivée seconde f”, intervalles sur lesquels f est
convexe ou concave, points d'inflexion.

Tracé du graphe de f : asymptotes, tangentes horizontales aux
extrema, tangentes aux points d'inflexion.




