Sance du 13 dcembre 2013

AT 2013/2014
Préambule.

Dant tout le probléme, on note E = C([0, 1], R) l'ensemble des applications continues de [0, 1]
1

a valeurs dans R.. L’application (u,v) —< u,v >= / u(z)v(r)dr de E? dans R est un

produit scalaire. On note || || la norme (préhilbertienng) associée, et || ||oo la norme Sup
usuelle (||f]lec = Sup{|f(z)|,z € [0,1]}. Selon les questions, on munira F d’une de ces deux
normes. On rappelle, a ce propos, que F n’étant pas de dimension finie, les normes n’ont pas
de raisons particulieres d’étre équivalentes.

On appelle symbole de Kronecker I'application de N? dans {0,1} qui & (4,j) associe d; ; qui
vaut 1 si ¢ = j, et 0 sinon.

1. Rappeler et démontrer I'inégalité de Cauchy-Schwartz pour la norme || ||.
2. Soit p € N*. On introduit f, € E la fonction qui vaut 0 sur [0, % —27P], 1 sur [% +27P 1],
et qui est affine sur [% —27P, % +27P].
(a) Donner Pexpression exacte de f,.
(b) Montrer que la suite (fp)pen+ est une suite de cauchy de (E, || ||).
(c) On suppose que (f,)pen+ converge dans (E,|| ||) vers f. Soit a < % Montrer que

lim /0 | fp(x) — f(z)|dx = 0.

p—>r+o00

(d) Montrer un résultat analogue pour b > %

(e) En déduire que (E,|| ||) n’est pas complet.

3. On considere 'application €1 EF — R .
U — u(%)
Cette application est-elle continue au sens de la norme || || de E ?
Indication : on pourra introduire pour p € N* I'application ¢, de E qui vaut 0 sur
[O,% - 277U [% +277,1], qui vaut 1 en %, et qui est affine sur [% —27P %] et sur
[%, % + 27P]. (Fonction ”pic”).
4. Soit a € [0,1], et ¢, : E —> R . Généraliser le résultat de la question précédente.

u — u(a)

Ces fonctions €, sont appelées les masse de Dirac au point a.

5. Soient f dans E et K dans C([0,1]?,

R).
Montrer que application ¢ : [0,1] — R appartient & E.
1
—

T K(z,y)f(y)dy

0



6. Soit g dans E, K dans C([0,1]% R), et A un réel. Montrer que, lorsque || est ”petit” dans
un sens & préciser, il existe un et un seul élément f de E tel que :

(v € [0,1]), (f<x> x| K r - g(a:)) .

Indication : on rappelle que (E,|| ||o) est un espace de Banach (complet), et
que tout application contractante sur un Banach admet un unique point fixe
(Théoréme de Picard).
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7. Soient K, L dans C([0, 1], R). Montrer que I'application ¢ : (z,y) — / / K(z,s)L(y,t)dsdt
o Jo
de [0,1]? dans R est uniformément continue, ainsi que (z,y) — fol K(z,t)L(y,t)dt..
Indication : On pourra utiliser la question 5.

Partie I : Noyaux itérés et constantes de Schwartz

On appelle Noyau une application continue symétrique de [0, 1]? dans R. On note N I'ensemble
des noyaux, et N'* = N\{0}.
Soit K € N, et on pose K; := K.

1. Montrer, avec soin, Pexistence et I'unicité d’une suite (K, )nen~ de A, de premier terme
K et telle que :

1
(V(x,y,n) € [07 1]2 X N*)v (Kn+1(xay) = A Kn(xvt)K(yvt)dt)'

Indication pour la symétrie de K, : pour n > 2, K,(y,t) = K,(t,y) =
1

/ Kn_l(t78)K(y,S)dS.

0

1
2. En particulier Ko(x,y) :/ K(z,t)K(y,t)dt.
0

1
Montrer, pour n,p dans N*, z,y dans [0,1], K,yp(z,y) = / Kp(z,t)Ky(y, t)dy. On
0

pourra, pour un n fixé faire une récurrence sur p.

1
3. Pour n € N*, on pose Ix , = I, := / K, (x,z)dz.
0

1,1
(a) Montrer pour p,n dans N*, I,, 1, = / / K, (z,t)K,(x,t)dzdt, et Iy, > 0.
0o Jo

(b) Montrer pour p,n dans N*, I2 < I, 5, et I3, o < Ioplonya.

n+p

4. On suppose désormais K € N*.

(a) Montrer, pour n dans N* : I, > 0. Il est conseillé, en raisonnant par Pabsurde,
de considérer N = min{p € N*/I3, = 0}, avec donc N > 1, et aboutir & une
contradiction en distinguant les cas N pair et N impair.
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(b) Majorer pour p, g dans N*, KfH_q(x, y) en fonction de /0 Kz(x, t)dt et /0 Kg (y, s)ds.



En déduire, pour p, q dans N*, Iop 04 < Ioplog.

Montrer que la suite de terme général

I . -
%, pour n > 1 est croissante et majorée.
2n

On notera [x sa limite..

Etudier la monotonie de la suite de terme général ‘;p , pour p > 1. En déduire sa

convergence vers un réel myg > 1.

Déterminer les réels I et mg lorsque K est le noyau (z,y) — = + y.

Partie II : Théorie spectrale élémentaire pour les noyaux

1. Soient ¢ dans C([0,1],C), A € C, K € N'*.

On dit que ¢ est une fonction propre de K, associée a la valeur propre A, lorsque :

¢ #0
(Vz € [0,1]), 7)\/K;z:t dt).

On note ici S(K) 'ensemble des valeurs propres de K (le "spectre” de K).

(a) Soient A1, Ay des éléments distincts de S(K), et ¢1, 2 des fonctions propres associées.

1
Montrer que l'on a / v1(z)pa(x)dx = 0.
0

(b)

(d)

i.

ii.

Montrer que (VA € S(K)), (A € S(K)).
En déduire S(K) C R*.

On note désormais, pour A € R, Ex » = E) 'ensemble des éléments ¢ de E tels que
(Vz €[0,1]) / K(x,t)o(t)dt).

(c) Montrer que A € S(K) si et seulement si E) est un sous-espace vectoriel de E non

nul.

i. Soient N € N*, Ay,..., Ay dans S(K), ¢1,...,¢n dans Ey,, ..., E\, respective-

ii.

ment, tels que pour 4, j dans [1, N], < ¢;,¢; >=§; ; (symbole de Kronecker).
A T’aide de la fonction f définie par

1 N 2
f(z) = / Kot = S A on@)en(t) | dt,
0 k=1

1
et du signe de / f(z)dz, montrer I'inégalité
0

N
Syt
k=1
Montrer, pour o > 0, que S(K) N [—a, a] est fini. En déduire que S(K) est au
plus dénombrable.
Lorsque S(K) est strictement dénombrable, il existe au moins une bijection
n+— Ay de N* sur S(K) telle que [A| < ... < |A, <.
Expliquer pourquoi, et montrer alors la convergence de la série de terme général
A2

n



iii. En utilisant encore I1.1.d.i, montrer que Ey est de dimension finie, inférieure &
A2y,

(e) Valeurs propres de K, et noyaux itérés.

i. Montrer, pour A réel : Ex  C Eg, y2. En déduire (VA € S(K)), (\? € S(K>)).
ii. Soient A dans S(K3) et ¢ dans Ek, »\{0}. Pour a € C*, on note ¥, 1’élément

1
de C(]0,1],C) défini par ¥, (z) = p(x) + a/o K(z,t)p(t)dt.

1
Expliciter / K(z,5)U,(s)ds alaide de ¥, (x),o(x),a et A.
0
iii. Déduire, avec soin, de ce qui précede les résultats suivants :
A. S(Ky) C R*T,
B. Pour tout A dans S(K3), VX ou —V/\ est dans S(K), avec Ex, » = Ey /x®
Ey _/x

2. Existence de valeurs propres Jusqu'ici, on ignore si K possede effectivement des
valeurs propres. On introduit la suite (®,),en+ de noyaux définie par @, (z,y)
K2n(x7y)

Uk

(a) Soient n,m des entiers tels que n > 2, m € N* et z,y des réels dans [0, 1]. Montrer
I'inégalité suivante :

1 1
Tomviins o Iorsan—a Lo
Brsnlin) @) < { Hospect —obmsent o b L [ [ (e om0 s
k K K K Jo 0

(b) En déduire que la suite ®,, converge uniformément sur [0,1]? lorsque n tend vers
I'infini vers son noyau W.

1
Montrer, pour (z,y) dans [0,1]%, U(z,y) = l;(l/ Ky (z,t)U(y, t)dt.
0
1
Montrer/ U(s,s)ds = mg.
0

(¢) Montrer, avec ce qui précede que l'on a i € S(K3), puis S(K) # @.

Tllustrer ces résultats dans le cas ou K(z,y) =z + y.
Partie III Systemes totaux et représentations des noyaux.

Pour K dans N*, il est clair que S(K) et S(K2) sont simultanément infinis.
On note désormais N** I’ensemble des noyaux K de N'* tels que S(K) soit infini.

1. Systémes totaux Lorsque K appartient & A**, une suite ¢,,, n > 1 dans E est appelée
un systeme K-total lorsque

(a) pour tout n dans N*| ,, est une fonction propre de K.
(b) (V(i,5) € N*2),(< 4,05 >= 8 5)
(c) Vect(pn)nen = Oaesx) B

Pour n € N*, on note alors (K, p,n) = u, la valeur propre de K associée a ¢,,.

(a) Montrer 'existence de systémes K-totaux. Décrire tous les systémes K-totaux.

(b) Montrer qu'un systéme K-total est Ko-total. Pour N € N*| comparer u(K, ¢,n) et
N’(KQ, ®, n)



(c) Premier théoréme de représentation Lorsque K est dans N**, et que (i, )nen
est un systeme K-total, on note Uk, ,, = U, 'application de [0, 1] dans R définie
par Un(z,y) = o (2)0n(y), et on dit que

E U, est la série de fonctions associée & K, et & (o )nen--

On suppose (H) Z U, converge uniformément sur [0,1]2.

i. Montrer que L = K — Z U,, appartient &4 N'. On suppose de plus que L € N'*.

neN*
ii. Soit ¢ dans F une fonction propre de L pour la valeur propre v. Montrer
successivement :
(Vn € N*)(< ¥, ¢, >=0) ; 9 est une fonction propre de K pour la valeur propre
v =0.

iii. Enoncer le résultat obtenu sous forme de théoreme.

2. Second théoréme de représentation et théoréme intégral de Hilbert.
On donne ici K dans A*, un systéeme K-total (¢, )nen+. Pour f dans F, n € N*, on pose
CLn(f) =< f, Pn >

(a) Montrer que la série de terme général a2 (f) converge et que sa somme est majorée
par || f]|.
(b) Soient x dans [0, 1], et P une partie fermée non vide de N*. Montrer 'inégalité :

(Z uglanm%(x))z < (Z aim) (f 1 Kot

nepP nepP
en déduire que la série de fonctions de terme général s a, (f)p, converge absolu-
ment et uniformément sur [0, 1].

(c) Enoncer avec précision les résultats des deux questions précédentes lorsque f =
K(.,y), pour y donné dans [0, 1].

(d) Soient z,y dans [0,1]. En utilisant ce qui précede, montrer successivement :

+oo
K4($7y) = ZH;4<Pn($)¢n(y)§ (1)
puis
+oo
Ko(z,y) =Y i *0n(@)n (y)- (2)

1 too ?
On pourra estimer / (KQ (x,y) — Z ,lanSOn(x)SOn(y)> dx.
0

n=1
(e) Déduire de (2) que 'on a, pour f dans E, I’équivalence :
(*) (Yn e N*)(< f,0n >=0)

1
(*%) (v  [0,1])( / K () f(t)dt = 0).

On dit alors que f est orthogonale & K.




(f) Soient f dans E, et g 'élément de E (justifier) défini par :

+oo 1
@) = 3 i e Denle) = [ K(.0f (@)t

i. Montrer que la fonction g est orthogonale a K.
1
ii. En déduire / g> =0, puis g = 0.
0
(g) Egalité de Hilbert.
Pour u, v éléments de E, montrer :

1,1 +oo
/ / K(z, y)u(@)o(y)dedy = > " <, pn >< v, > .
0 0

n=1
3. Noyaux positifs et théoréeme de Mercer.

(a) Pour K dans N**, montrer

()S(K) C R* = (8)(vf € B)( / / K (2,y)f(2)f(y)dady > 0).

Un tel noyau est dit positif.
Montrer qu’un noyau positif K vérifie (Vz € [0,1])(K (z,z) > 0).

(b) Soient K un noyau positif, (¢, )nen« un systeme K-total, et toujours p, = u(K, p,n)
pour n € N*,
Pour N dans N*, soit Ly I'application de [0,1]? dans R telle que

+oo
L(z,y) = K(z,9) = > i on(@)on(y).
n=1

i. Montrer que L, est un noyau positif. Montrer I'existence d’une constante C
telle que

N
(V(N,z) € N* x [0,1))(}_ p;, (@) < ).

Qu’en déduisez vous ?

ii. Pour y fixé dans [0, 1], montrer que la série de fonction de terme général p1, L., (y)¢n
converge uniformément sur [0,1]. Qu’en est-il de la convergence absolue ?

iii. Déduire de ce qui précede 1’égalité de Mercer :

+oo
(V(z,y) € [0, 1) (E (2, y) = Y i n()en(x)).

n=1

Il est conseillé d’'intégrer pour montrer que la différence est nulle.



