L1 Sciences et Techniques — Semestre 1
Mathématiques M11

Corrigé de 'examen du 10 janvier 2018

Exercice 1 (Logique). (1) La négation de (P et Q) = R est P et () et nonR.

(2) La contraposée de (P et Q) = R est nonR = non( P et ()), qu’on peut aussi écrire
nonk = (nonP ou nonQ@ ).

(3) La négation de la proposition S est : 3¢ >0, Vk e N, In>k, g, >e.

(4) La proposition S est vraie pour la suite g, = %, car pour € > 0 il suffit de choisir k > %
pour avoir g, < € pour tout n > k.

(5) La proposition "nonS" est vraie pour g, = 1 + %, il suffit de choisir € = 1, alors pour
tout £ dans N on a g, > € pour n = k.

Exercice 2 (Tracés de courbes). (1) L’équation de f sur l'intervalle |0,2[ est f(z) =2—u=z.
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(2) En pointillés bleus : le graphe de la fonction g ou g(x) = f(x + 3).

(3) En pointillés alternés rouges : le graphe de la fonction h ou h(x) = 2f(x) — 1
(4) En trait plein noir : le graphe de la fonction k ou k(x) = f(—2x)

(5) La dérivée de f est donnée par

0 sur [—3, —1]

N | sur | —1,0]
Fla) = -1  sur ]0,2]
0 sur ]2, 4]

et son domaine de définition est [-3, —1[U]—1,0[U]0, 2[U]2, 4] (on peut aussi considérer
qu’en —3 et 4 seules les dérivées a droite et a gauche respectivement existent).
(6) Le graphe de la fonction dérivée f’ est :

Y

Exercice 3 (Suite). (1) Définition d’une suite géométrique : voir le cours.
(2) Pour n > 0 on calcule

Uit :un+1+b:cun—g—i—b:c(vn—b)—i-g:cvn—i-b(c—%)
La valeur de ¢ telle que (v,)nen st une suite géométrique de raison % est donc ¢ =
pour laquelle on trouve v,41 = %vn pour tout n > 0.
(3) Comme (vy,),, est une suite géométrique de raison % et de premier terme vy = ug+b = a+b
on sait que pour tout n on a v, = (a + b) (%)n et donc u, = v, — b= (a+b) (%)n —b
pour tout n.
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(4) D’apres la question précédente, on a u; = a=b ot uy = 238 donc il suffit de résoudre le
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systeme
gt =0 fa-b =0
aph =1 a—3b =4
qui a pour solution a = —2 et b = —2.
(5) On a alors vg = —4 et donc
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et comme lim (§> =0 on trouve lim s, = —8.
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Exercice 4 (Etude d’une fonction). (1) Le domaine de définition de f est R et par compo-

sition des limites on a

lim f(z)= lim f(z)= lim In(22%+42) = 400

T——00 T——+00 z—+00
(2) On trouve f'(x) = wgil, d’ou le tableau de variations
—00 0 —+00
7 — 0 T
+00 +00
f N\ /!
f(0)

Ainsi f atteint un minimum global en 0, avec f(0) = In(2), et pas de maximum.
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(3) On trouve f"(z) = ?f;jf)g Ainsi f” change de signe en —1 et en 1, qui sont donc les

deux points d’inflexion de f. De plus, f est concave sur | — oo, —1] et [1,+00] et f est
convexe sur [—1,1].

(4) On calcule zgr—ir-loo (xx) = 0 (par croissance comparée entre In et les puissances, ou la régle
de 'Hopital) et mll)]:{loo f(x) —0xx = 400 donc la courbe représentative de f admet ’axe
des abscisses (d’équation y = 0) comme direction asymptotique en +oo. Puisque f est
paire, il en est de méme en —oo.

(5) L’équation de la tangente au graphe de f au point d’abscisse 1 est

y=FfDz-1)+f1)=1xz—-1)4+n@4d)=2—1+2In(2) ~z+0,4

(6) Avec les informations précédentes on obtient ’allure suivante pour la courbe représenta-
tive de f :
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Exercice 5 (Calcul intégral). (1) On calcule

I s z(2®+1) =4z & 2(2°-3)=0 & z=00ouz=V3ouz=—3
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donc a1 = /3 et @z@.

(2) On trouve [ /\/gxdx v v 5 et I /\/?: T da In(a” +1) v
Vi = —_ = —_— = - = —_— = —_—m =
T 4 s, 8 7P 22+1 2,

In(4
né ) = In(2).

(3) La surface de la région P est I, — I; =In(2) — 3 ~0,3.



