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4 Etude des fonctions numériques

4.1 Limites des fonctions numériques

Dans ce qui suit, f : R+ R est une fonction numérique définie sur son ensemble de définition D .

Définition 36 (limite en un point). Soit | un nombre réel. On dit que la limite de f en a est
égale a [ si
Ve >0, 30>0, Ve Dy, lrt—al <6 = |f(x) -] <e.

Dans ce cas, on note lim f(z) =1.
Tr—a

On dit que la limite de f en a est égale & 400 si
VM eR, 36>0, Vxe Dy, |z —a| <6 = f(x)> M.

Dans ce cas, on note lim f(z) = 4o0.
r—a

On dit que la limite de f en a est égale & —oco si
VM eR, 36>0, Vxe Dy, |t —al <0 = f(z) < M.

Dans ce cas, on note lim f(z) = —oc.
r—a

Notation 13. Par abus de langage, on dit souvent la limite de f(x) quand x tend vers a plutdt
que la limite de f en a.

Remarque 31. Au lycée, on dit que la limite de f en a est égale a [ si tout intervalle ouvert I
qui contient | contient toutes les valeurs f(x) lorsque x est suffisamment proche de a. La définition
ci-dessus exprime cette condition en termes mathématiques précis.

Exemple 53. On a les limites classiques suivantes :

(14z)*—1

sin(z) _ . : Va eR, lig(l)T = «
x

lim —=

. 1—cos(x
lim 72( )
x—0 *

In(1+z) _ 1
z—0 Z x

_ 1. :
- b,
Remarquez qu’aucune de ces fonctions n’est définie en 0, ce qui n’empéche pas de calculer une limite.
Par contre la fonction définie sur R* par x — cos (%) n’a pas de limite en 0 : quand x s’approche de
0, elle oscille "de plus en plus vite" entre —1 et 1.

Définition 37 (limite en un point par valeurs supérieures ou inférieures). Dans cette définition
désigne soit un nombre réel, soit +00 ou —oo.
On dit que la limite de f en a par valeurs supérieures est égale a | si la restriction de f a
[a, +o00[ a pour limite | quand x tend vers a. Dans ce cas on note

lim f(x) =1 ou lim f(x) =1

r—a r—sa+t
xr>a
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On dit que la limite de f en a par valeurs inférieures est égale a [ si la restriction de [ a
| — 00,a] a pour limite | quand x tend vers a.

lim f(x) =1 ou lim f(x) =1

r—a -
z<a T—a

Remarque 32. Lorsqu’on étudie la limite de f en a par valeurs supérieures (ou inférieures), on ne
s’intéresse donc qu'aux valeurs de f(z) pour x proche de a et supérieur & a. Cela permet souvent
de préciser des comportements de f(z) qui peuvent étre différents selon que = s’approche de a par
au-dessus ou par au-dessous, comme pour la fonction inverse en 0 puisque :

1 1 1 1
lim — = lim — = 4+ et lim - = lim — = —x
z—0 I =0+t X =0 x =0~ T
>0 <0
Exemple 54. Pour la fonction Logarithme Népérien, on a lim+ In(z) = —oo.
z—0

Définition 38 (limite en +00). Soit [ un nombre réel. On dit que la limite de f en +oo est
égale a [ si
Ve>0, JAeR, V&> A, |f(z) =] <e.

Dans ce cas, on note lim f(x) =1.
ZT—+00

On dit que la limite de f en +o0o est égale a +oo si
VM eR, 3FJAe€R, Vz>A, f(x) > M.
Dans ce cas, on note lim f(z) = +oo.
Z—r+00
On dit que la limite de f en +oco est égale a —co si
VM eR, 3JAecR, Vr>A, f(z) < M.

Dans ce cas, on note lim f(x) = —o0.
Z—+00

On définit de méme la notion de limite en —oo :

Définition 39 (limite en —00). Soit | un nombre réel. On dit que la limite de f en —oo est
égale a | si

Ve>0, JAeR, Vz<A, |f(z) 1] <e.
Dans ce cas, on note EIP flz)=1.

On dit que la limite de f en —oo est égale a +oo si
VM eR, FJAe€R, V<A, f(x) > M.

Dans ce cas, on note lim f(x) = +oo.
T——00

On dit que la limite de f en —oco est égale a —co si
VM eR, JAecR, V<A, f(z) < M.

Dans ce cas, on note lim f(x) = —oo0.
T—r—00
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Remarque 33. Comme en terminale, le fait que la limite de f en 400 est égale a [ correspond au cas
ou tout intervalle ouvert qui contient | contient toutes les valeurs de f(x) lorsque x est suffisamment
grand (ou suffisamment grand pourrait se dire "suffisamment proche de +o0").

Exemple 55. On a aussi les limites suivantes :

lim In(z) =+oc0; lim €*=0; lim e =+o0; lim (1 + a) =e®

r——+00 T——00 r——+00 T—+00 x

4.2 Regle de calcul des limites

On a les régles de calcul suivantes.

4.1. Propriété — opérations sur les limites.
On désigne par a soit un nombre réel, soit +0o ou —oo. Soit f et g deux
fonctions numériques ayant chacune une limite en a, alors on a les égalités
suivantes, a condition que la quantité de droite existe :
— lim f(z) + g(x) = lim f(z) + lim g(z)
— lim f(z)g(z) = lim f(x) x lim g(z)
f(z)  limg_, f(z)
(x)

— lim = —
lim, ., g(x)

z—a g(x

Exemple 56. Grace aux régles de calcul ci-dessus, on obtient par exemple

lim zln(z) = lim 2 x lim In(z)= (4+00) X (+00) = 400
T—+00 T—+400 T—+00

n(z
Le résultat précédent ne permet pas de calculer lirf 7), cependant on connait la limite de
r—+oo I

cette forme indéterminée, ainsi que d’autres croissances comparées entre polynémes, logarithme et
exponentielle :

4.2. Propriété — croissances comparées polyndémes /exp / In.
Pour tout o > 0 on a

lim z%In(z) =0; lim =0; lim 2%"=0; lim — = +oc;
z—0+ z—+oo g% T—+—00 z—+oo ¢
In(z)

Exemple 57. Par exemple, lim =0et lim zIn(z) =0
T—+o00 T z—0t

Exemple 58. Comme pour les suites, la limite du quotient de deux polyndmes est celle de la limite
du quotient des deux termes de plus haut degré :

0 sik <l
apz® + ap_12" 1+ ...+ ao o apa o sik =1
1m = 1m - k . A :
z—too bl + b1l + ...+ by z—+oo byt +oo sik > 1 et ap du méme signe que by

—oo  si k> 1 et ap du signe contraire de b;.



