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Exemple 41. On consideére la suite (z,,)n>1 de terme général x,, =1+ — + ... +

ATt ETLTE

Exemple 42. On consideére la suite (a”),en pour a > 1.

3.3 Suites arithmético-géométriques

Définition 32. Une suite (x,)nen est dite arithmético-géométrique si elle est définie par un
processus itératif de la forme :

o = b
pour tout n > 0, xpy1 =qxn +a
ol a, b et q sont des réels fixés.

On a les cas particuliers suivants :

— Lorsque ¢ = 1, la suite (z,)nen ainsi obtenue est une suite arithmétique de raison a.

— Lorsque a =0, ¢ # 0 et ¢ # 1, la suite (x,)nen Obtenue est une suite géométrique de raison gq.

Pour chacun de ces cas particuliers, on peut calculer la limite de la suite (x,,),en (quand elle existe)
et la somme des n + 1 premiers termes selon les régles suivantes :

3.5. Propriété — Cas des suites arithmétiques.

Soit (2 )nen la suite arithmétique donnée par le processus itératif

xrog — b
pour tout n > 0, xp11 =z, +a

avec a # 0, alors on a
— la suite (z,)neny admet une limite, et

sia>0,alors lim z,= lim an+b= 400
n—-+00o n——+00
sia<0,alors lim z, = lim an+b= —o0
n—+o00 n—-+oo

— la somme des n + 1 premiers termes de la suite (z,)nen est
" " n(n+1)
m0+...+xn:]§)xk :I;)(ak—l—b) = Ta—k(n—l—l)b

Exemple 43. Calculer la somme des n+1 premiers entiers pairs : 0+ 2+ 4+ ...+ 2n.
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Propriété — Cas des suites géométriques.

Soit (zn)nen la suite géométrique donnée par le processus itératif

To =0
pour tout n > 0, xp11 = qxy

avec q #0et g# 1et b0, alors on a
— la suite (z,,)pen peut admettre ou non une limite :

sig>1letb>0,alors lim z,= lim b¢" =+

n—-+oo n—+o00

sig>1letb<0,alors lim xz,= lim bq¢" = -0
n—-+o0o n—+00
sige]—1,1], alors lim z, = lim b¢" =0
n—-+00 n—-4oo

si ¢ < —1, alors la suite (x,)pen diverge.

— la somme des n + 1 premiers termes de la suite (z,,)nen est
n+1l _ 1

n n
x0+...+xn:ka:qu”:qilb
k=0 k=0 -

1 n

1 1 1
Exemple 44. Calculer la somme 1+ 2 +-—+...+ on = Z ok Quelle est la limite de cette somme ?

4 k=0

Exemple 45. Une population microbienne augmente de 10% toutes les heures. On 1’observe initiale-
ment avec 200 individus. Combien d’heures s’écouleront pour atteindre 10000 individus ?

Le cas général est le suivant :

3.7.

Propriété — Cas des suites arithmético-géométriques.

Soit (2 )nen la suite arithmético-géométrique donnée par le processus itératif

g — b
pour tout n > 0, xp41 = qzy +a

alors
— le terme général de la suite (z,,)nen est donné par

a a
n — b "
v <+q—1>q g1

— la somme des n + 1 premiers termes de la suite (z,)nen est

- i\ Q”+1—1<b+ a ) (n+1)_°
o X = T = —(n -
o q—1 qg—1 qg—1
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3.4 Quelques résultats théoriques
3.4.1 Limites classiques

On a les limites classiques :
— Quotient de deux polynémes :

0 sik <l
y agn® + ap_1n* 1+ ..+ ag Z—: sik =1
1m =
n—too bl +b_nt=1 + ...+ by +oo si k> 1 et a, du méme signe que b

—oo  si k> 1 et ap du signe contraire de b;

autrement dit la limite du quotient de deux polynomes est celle de la limite du quotient des
deux termes de plus haut degré :

aknk + ak_lnk_l +...+a . aknk . Ak ji
im ; T = lim ——F = lim —n"".
n—+o00 bln + bl_ln B bO n—+o00 bln n—4o00 bl
— limites associées aux fonctions In et exp :
. 1 . . “n . n
lim In =—o00; lim In(n)=+o0; lim e " =0; lim e"=+o0
n——4oo n n——+oo n——4+oo n——+4oo

. 1 . a\" o
Im nln{14+—)] =1, lim (1+—) =e
n—-+00 n n—+00 n

— limites associées aux fonctions cos et sin :

1 1
lim n sin <> =1; lim n {cos (> - 1} =0
n——+00 n n—r+00 n
3.4.2 Limites et monotonie

Définition 33. Une suite (x,)nen est dite croisssante a partir du rang ng si
Vn > nyg, Tyl = Tp.
Une suite (xn,)nen est dite décroisssante a partir du rang ng si
Vn > ng, Tnt1 < T

Une suite est monotone si elle est croissante ou décroissante a partir d’un certain rang.
Exemple 46. Cas des suites arithmétiques et géométriques.
Définition 34. Soit M un nombre réel. Une suite (x,)nen est dite majorée par M si tous ses

termes sont inférieurs ou égaur a M :

Vn € N, T, < M.
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La suite (xn)nen est dite minorée par M si tous ses termes sont supérieurs ou égauz a M :
Vn € N, Tn > M.

La suite (xp)nen est dite bornée si elle est d la fois minorée et majorée, c’est-a-dire qu’il existe un
réel A tel que

Vn € N, |z, | < A.

Exemple 47. Exemple de la suite (1 4 (—1)"),en-

3.8. Théoréme — Limites des suites monotones.
Soit (2, )nen une suite croissante a partir d'un certain rang. On a alors ’al-
ternative :
— Soit la suite (2, )nen est majorée par un réel M, auquel cas la suite
(zn)nen admet une limite finie et

lm =z, < M
n—-+oo
— Soit la suite (z,,)nen n'est pas majorée, auquel cas la suite (zy,)nen tend
vers +00.
Dans le cas ou la suite (z,,)nen est décroissante a partir d’un certain rang on
obtient
— Soit la suite (2,)nen est minorée par un réel M, auquel cas la suite
(21 )nen admet une limite finie et

lm =z, > M
n—-+0o

— Soit la suite (x,,)nen n'est pas minorée, auquel cas la suite (zy,)nen tend
vers —oo.

Exemple 48. Rappel : si n > 1, on note n! le produit les entiers de 1 a n :

nl = 1x2x---xn

n

Par convention, on pose 0! = 1. On démontre que la suite (x,,)nen de terme général x,, = Z il est
k=1""
convergente.



