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Espaces vectoriels normés - topologie

1 Cas de R et R?

Exercice 1.1

1. Soit (Ix)1<k<n une famille finie d’intervalles de R vérifiant:

Vi e {l,....,n}, LnL#£0.

Démontrer qu'il existe o, § € {1,...,n} tels que
U I, =1I,Ul;.
1<k<n

2. Soit (I4)aea une famille quelconque d’intervalles de R vérifiant:
Vo, € A, Iaﬂlﬁ#(ﬁ.

Démontrer que U I, est un intervalle. Donner un exemple montrant que la propriété de

acA
la question précédente n’est plus forcément vérifiée.

Exercice 1.2

1. Démontrer que la valeur absolue est une norme sur R.
2. Démontrer que la fonction ||.|[oo : (21, 72) — max{|z1|,|z2|} est une norme sur R2.

3. Dessiner la boule unité ouverte B(0,1) dans chacun des cas précédents.

Exercice 1.3
a+b

Soit a et b deux réels tels que a < b. Démontrer que Ja,b[= B(%EL, 25%) dans I'evn (R, |.).

Exercice 1.4
Décrire les intervalles bornés de R. Calculer le diametre d’un tel intervalle en fonction de ses
extrémités.

Exercice 1.5
Soit z € R? et 7 > 0, quel est le diametre de la boule ouverte B(xz,r)?

Exercice 1.6

Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé. Soit z, 2" des éléments de E et r, ' deux réels strictement
positifs. On suppose que B(x,r) = B(z/,r'). Démontrer que x = 2’ et r = r'. [On pourra s’aider
d’un dessin et traiter d’abord les cas E =R et E = R2.]



Exercice 1.7

1. Démontrer qu'un intervalle ouvert de R est un ouvert de R. [On pourra s’aider d’un
dessin.]

2. Démontrer qu’un segment de R est un fermé de R.

3. Soit € R% et 7 > 0, démontrer que la boule ouverte B(x,r) est un ouvert de R%. [On
pourra s’aider d’un dessin.]

4. Soit 2 € R? et r > 0, démontrer que la boule fermée B(z,r) est un fermé de R2.

Exercice 1.8
Donner l'intérieur, I’adhérence et la frontiére des parties suivantes de R:

1. [a,b], ]a,b], [a,b] et ]a,b] pour des réels a < b.
2. R*, Q et R\ Q.

Exercice 1.9
Donner l'intérieur, ’'adhérence et la frontiere des parties suivantes de R?:

1. la boule ouverte B(z,r) pour x € R% et r > 0.
2. {(z1,22) : ||(z1,22)[| <1 et =z +x9 <1}. [On pourra s’aider d’un dessin.]
3. {(z1,22) :x1 >0 et 0<m2< %} [On pourra s’aider d’un dessin.]

Exercice 1.10
Soit A et B deux parties non vides de R, démontrer que

AUB=AUB, ANBCANB, int(A)Uint(B) C int(AUB), int(A)Nint(B) = int(ANB).
Donner des exemples pour montrer que les inclusions peuvent étre strictes.

Exercice 1.11
Soit a,b deux réels tels que a < b.

1. Construire une suite (z,),en dans |a, b telle que a,, — %2 lorsque n — +oc.

2. Construire une suite (xy,)nen dans Ja, b] telle que x,, — a lorsque n — +oo.

Exercice 1.12
Soit A une partie non vide et majorée de R. Démontrer que sa borne supérieure sup(A) est dans
I’adhérence de A.

Exercice 1.13
Soit A et B deux parties non vides de R. On définit:

A+B ={a+b:acA et be B}.
1. Démontrer que [0, 1] + [0, 1] = [0, 2].
2. Démontrer que si A est un ouvert de R alors A + B est un ouvert de R.

3. Donner un exemple de parties A et B fermées de R pour lesquelles A + B n’est pas fermé.



2 Convergence et limite

Exercice 2.1

1. Soit A := [0,1[U{2}. Quels sont les points d’accumulation de A? Quels sont les points
isolés A?

2. Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé, et B une partie non vide de E. Soit x un point
d’accumulation de B. Construire une suite (zp)nen d’éléments de B tous différents de x
et convergeant vers x quand n tend vers l'infini.

3. Démontrer que la construction demandée a la question précédente est impossible dans le
cas ou x est un point isolé de B.

Exercice 2.2
Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé et (z,)nen une suite d’éléments de E.

1. Démontrer que si (zy)nen est convergente alors elle est bornée.

2. Démontrer que si (x,)nen est convergente alors elle est de Cauchy.

Exercice 2.3
Soit (E, ||.]|) un espace vectoriel normé, démontrer 'inégalité:

Va,y € E, gl =1l T < lly = =I|.

En déduire que si une suite (zy,)neny d’éléments de E converge dans E vers un point z alors
(lzn [ )nen converge vers ||z

Exercice 2.4
On munit R? de la norme euclidienne canonique:

Ve = (z1,...,2q) e R?, ||| =

1. Démontrer que cette norme est équivalente & la norme [*°:

Ve = (x1,...,24) ERd, |]| 0o = mlax{]arz\}

2. Démontrer qu'une suite (2") ey d’éléments de R? converge vers un vecteur x si et seule-
ment si pour tout ¢ dans {1,...,d} la suite (27 ),en des i-eéme coordonées converge vers z;
dans R.

3 Continuité

Exercice 3.1

Soit (E, ||.||z) et (F,|.]|r) deux espaces vectoriels normés et f : E — F une application continue.
Démontrer que pour tout ouvert U de F '’ensemble f~!(U) est un ouvert de E.
Démontrer que pour tout fermé W de F I’ensemble f~1(W) est un fermé de E.



Exercice 3.2

Soit (E,||.||g) et (F,||.||r) deux espaces vectoriels normés et A une partie de E. Soit f: A — F
et a € A. Démontrer que f est continue en a dans A si et seulement si pour toute suite (7, )nen
d’éléments de A qui converge vers a la suite (f(z,))nen converge vers f(a).

Exercice 3.3
Soit (E,||.||g) et (F,||.||r) deux espaces vectoriels normés.

1. Soit A une partie non vide de E, f : A — F une application et L un réel strictement
positif. On dit que f est L-Lipschitzienne sur A si

Va,y € A, 1 () = F@)llr < Llly —zle

Démontrer que si f est L-Lipschitzienne sur A alors elle est continue sur A.
2. Soit A une partie non vide de E, on définit la fonction distance a A par

d(.,A): E — Ry
x +— d(z,A) =inf{||lxr —a| : a € A}.

Démontrer que cette fonction est bien définie et qu’elle est 1-Lipschitzienne sur E.

Exercice 3.4
Trouver une fonction f : R? — R qui est continue sur chaque droite passant par (0,0) mais n’est
pas continue en (0,0) sur R?.

Exercice 3.5
Soit (E, ||.]|) un espace vectoriel normé et r un réel strictement positif. Montrer que la fonction

f:E — B(0,r) donnée par
rT

est un homéomorphisme de E dans B(0,r).

4 Applications linéaires continues

Exercice 4.1
Soit (E, ||.|[£) et (F,].||r) deux espaces vectoriels normés et f : E — F une application linéaire.
Démontrer que les propriétés suivantes sont équivalentes:

1. f est continue sur E.
2. f est continue en 0.

3. il exite une constante réelle L telle que

Vz € E, If @) < Lzl

4. il exite une constante réelle L telle que

Vr,y € E, 1) = F@)llr < Ly — 2|5



Exercice 4.2
On munit R¢ de la norme I* donnée par:

Ve = (@1 ) €RL ol = mac{fa)
et on dénote par (eq, . .., eq) la base canonique de R%. On considere également un espace vectoriel
normé (E, ||.||g). Soit f:R% — E une application linéaire.

1. Démontrer que
Vo = (z1,...,2q4) € RY, 1f(@)lle < Llzlleo

pour une constante L que 'on déterminera en fonction des f(e;).

2. En déduire que f est continue sur R

Exercice 4.3
Pour d > 1, on munit 'espace des matrices n x n complexes My(C) de la norme

VM = (M;jh<ij<a € Ma(C), M| :=d max |M;;
1<i,5<d

1. Montrer que [|.|| est effectivement une norme sur My(C),

2. Montrer que
VM, N € My(C), [MN| < [[M[[IN].

3. trouver la norme subordonnée de ’application linéaire

¢: MyC) — C
M - tr(M).

Reprendre toutes les questions précédentes avec la norme

d
VM = (Mij)h<ij<a € Ma(C), 1M]ly := max, Z:l | M.
J:
Exercice 4.4
Pour d > 1, on considere les trois normes suivantes sur My(R):

1. Ny : M +— Ni(M) la norme subordonnée de I’application linéaire M : R? — R? lorsqu’on
munit R? de la norme euclidienne canonique,

2. Ny : M +— Ny(M) la norme subordonnée de I’application linéaire M : R? — R? lorsqu’on
munit R? de la norme 1°°.

3. N3 : M + N3(M) := max |M; ;| la norme [°° de M considérée comme un élément de R*%,

)

On sait que ces trois normes sont équivalentes. Donner les meilleures constantes dans les
inégalités d’equivalence de ces normes.



Exercice 4.5
On munit C[X] de la norme

n
VP =Y a; X' €C[X], |P|| = sup |as.
P 0<k<n
Etudier la continuité des applications linéaires suivantes sur C[X|:

1. f:Pw— P.

2.g:P— (X+1)P.

3. h: P+ P(xp) pour un complexe zp: on distinguera les cas |zo| < 1 et |xg| > 1.

Exercice 4.6
Soit f une forme linéaire continue sur un espace vectoriel normé (E, ||.||). On définit 'hyperplan
H := kerf(f). Montrer que

Vre E\H, d(x, 1) = &)

ou la distance & H est définie comme dans 1’exercice 3.3.

Exercice 4.7

Soit (E, ||.||) et (F,||.]|r) deux espaces vectoriels normés et f : E'— F une application linéaire.
On suppose que, pour toute suite (z,),en d’élément de E qui converge vers 0 quand n tend
vers l'infini, la suite (f(zy))nen est bornée dans F. Démontrer que f est continue en 0 (et donc
continue).



Exercice 4.8
Soit I' ¢ CN le sous-espace vectoriel des suites u = (un)nen de nombres complexes telles que la

+oo
série Z |up| converge. Vérifier que Iapplication u — ||ul| := Z |u,| est une norme sur I
n n=0
On définit une application bilinéaire p sur I* x [* par
n
V= (Un)nen € 1Y, Yo = (Up)nen € 11, p(u,v) =w avec Vn >0, w,:= Zup Un—p-
p=0

Vérifier que p est & valeurs dans [!, et que p est continue en calculant sa norme |||p||:

1plll = sup{[lp(u, v)l| : w0 €1, |ul| = |[o]| = 1}.

5 Espaces vectoriels de dimension finie

Exercice 5.1
Soit E' un K-espace vectoriel de dimension finie d, et (ey,...,eq) une base de E. On munit £
de la norme ||.||s définie par

r=x1€1+...+x5eq +— ||7]co = max |z;].
1<i<d

Montrer que ||.||s est bien une norme sur E. En s’appuyant sur les propriétés connues sur R
(et exercice 2.4), montrer que

1. toute suite de Cauchy dans F est convergente.
2. de toute suite bornée d’éléments de E on peut extraire une sous-suite convergente.

3. Montrer qu’une partie de E est compacte si et seulement si elle est fermée et bornée.

Exercice 5.2
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, A une partie compacte et non vide de FE et
f: A — R une fonction continue.

1. Montrer que f est bornée sur A, et qu’elle atteint son minimum et son maximum sur A.

2. Donner des contre-exemples aux résultats de la question précédente lorsque A n’est pas
compact.

Exercice 5.3
Soit E' un K-espace vectoriel de dimension finie d, et (e1,...,eq) une base de E. On munit F
de la norme ||.||co définie par

Ve=z1e1+...+xqeq € E, |2l cc = max |x;].
1<i<d

Soit ||.|| une autre norme sur E.

1. Démontrer que
d
gl = 12l < lly = 2lloo Y llesll
i=1

pour tout couple (x,y) d’éléments de F, avec x = xje1+...+xgeqget y =y e1+...+yq€q.



2. Montrer que 'ensemble {z € E : ||z|lsc = 1} est un compact de E.

3. En déduire qu'il existe deux réels strictement positifs a < b tels que a < ||z|| < b pour tout
z tel que |||l = 1.

4. Déduire des questions précédentes que les normes |||« et ||.|| sont équivalentes sur E.

5. Retrouver le résultat du cours: toutes les normes sur E sont équivalentes.

Exercice 5.4
Soit (E, ||.||r) un espace vectoriel normé de dimension finie, et A et B deux parties compactes
et disjointes de E. Démontrer que

min{||b —a||g : a € A, b€ B} > 0.

Ce nombre est appelé distance de A a B. Déduire de ce qui précede qu’il existe deux ouverts U
et V disjoints tels que A C U et B C V (on pourra s’aider d’un dessin).

Exercice 5.5
Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé de dimension finie et f : E — R une fonction telle que

Ve >0, 3M >0, Vx € E, |||z > M = |f(z)] <e.
Démontrer que f atteint son minimum sur FE.

Exercice 5.6
Soit d un entier non nul. On munit R? d*une norme ||.||, et on lui associe la norme sur My(R)
définie par

M |||M]]| := sup{|| M| : = € RY, || = 1}.

Démontrer que |||.||| est une norme d’algebre pour My(R).

Soit maintenant P € My(R) tel que ||| P]|| < 1.

1. Démontrer que la suite de terme général Q, = > ), P est une suite de Cauchy dans
My(R).

2. En déduire que la limite @ de (Qn)nen dans My(R) existe, et vérifier que @ est 'inverse
de Iy — P (ou I; est la matrice identité de My(R)).

Exercice 5.7

Soit (E, ||.||g) un espace vectoriel normé de dimension finie et A une partie compacte de E.
Démontrer que si f : E — R est une application linéaire, alors le maximum de f sur A est
atteint en un point de la frontiere A de A (il peut aussi étre atteint pour d’autres points de A
dans des cas particuliers).



6 Espaces complets
Rappel: un espace (E, ||.||g) est un espace de Banach si c’est un espace vectoriel normé complet.

Exercice 6.1
Soit (E,||.||z) un espace de Banach, et (> u,)nen une série d’éléments de E. On suppose que
la série (D up)nen converge absolument. Démontrer qu’elle est convergente dans E.

Exercice 6.2 (Point fixe d’une application contractante)
Soit (E,||.]|g) un espace de Banach, A une partie non vide et fermée de E. Soit T': A — A une
application contractante, c’est-a-dire qu’il existe L €0, 1] tel que

v,y € A, |T(y) —T(x)|| < Llly — =
Soit xp € A, on définit par récurrence sur n > 1 la suite (zy)n>1 par Tpr1 = T'(xy,).
1. Démontrer que T est continue sur A.

2. Démontrer que
Vn > 1, |Tnt1 — znl| < L™||x1 — 20]|-

En déduire que (z,,)n>1 est une suite de Cauchy de A.

3. Démontrer que (z,)n>1 converge dans A, et que sa limite x est un point fixe de 7' dans A.

Exercice 6.3 (Point fixes - suite)
Soit (E, ||.||£) un espace vectoriel normé, A une partie non vide et fermée de E. Soit T': A — A
une application telle que

Vi, y € A, IT(y) = T(2)|| < lly = =[|.

1. Démontrer que si on suppose que A est compacte, alors T admet un point fixe dans A.
Pour cela, on pourra étudier la fonction x — ||T(z) — z||.

2. Démontrer que le résultat précédent est faux si A = R,.

3. Démontrer que le résultat précédent est faux si on a seulement

Va,y € A, 1T(y) = T(@)| < lly — =l

Exercice 6.4 (Fermés emboités)
Soit (E, ||.||z) un espace de Banach, et (F},)nen une suite de fermés non vides de E. On suppose
que

(VneN, F,41 CFy) et lim diam(F,) = 0.

n—-+00

1. Soit (2, )n>1 une suite de E telle que
Vn € N, Ty € Fy.
Démontrer que (z,,)n>1 est une suite de Cauchy de E

2. Démontrer que ﬂ F,, est un singleton.
neN



Exercice 6.5 (Critére de Cauchy pour une application)

Soit (E,|.]|r) un espace vectoriel normé et (F,|.||r) un espace de Banach. Soit A une partie
non vide de E et a € A. Soit f : A — F une application. Démontrer que f admet une limite
en a dans A si et seulement si pour tout € > 0 il existe un voisinnage U de a dans E tel que
diam(f(ANU)) <e. (pour Uimplication <= on pourra utiliser le résultat de lexercice 6.4).

Exercice 6.6
On munit 'ensemble C°([0, 1], R) des fonctions continues sur [0, 1] & valeurs dans R de la norme:

1
f £l = /0 \f(@)|dz.

1. Démontrer que ||.|| est une norme sur C°([0, 1], R).

2. pour tout n > 1 on définit la fonction f,, sur [0, 1] par

Vz € |0, 3| fulx) = nd
ot (1 ] 1
Vx € _ﬁ7 1- s fn(x) = ﬁ

Démontrer que la suite (f,)n>1 est une suite de Cauchy dans (C°([0, 1], R), ||.|).

3. Prouver que (C°([0,1],R), ||.||) n’est pas complet.
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7 Suites d’applications a valeurs dans un espace de Banach

Exercice 7.1 (Théoréme de Dini)

Soit (E, ||.]|g) un espace vectoriel normé, K un compact de E et (fy)nen une suite de fonctions
définies sur K et a valeurs dans Ry. On suppose que pour tout élément x € K, la suite de
nombres réels (fn(z))nen décroit vers 0. Démontrer que (fy)nen converge uniformément sur E
vers la fonction nulle.

Indication: on pourra raisonner par 'absurde, et construire une suite (x,), dans K telle que
(fn(zn))n ne tend pas vers 0.

8 Connexité

Exercice 8.1 (Cas de R)

1. Démontrer que les parties connexes de R sont les intervalles.

2. Soit (E,|.]|g) un espace vectoriel normé et U un ouvert non vide de E. Démontrer que
toute composante connexe de U est un ouvert de F.

3. Démontrer qu'un ouvert de R est une réunion au plus dénombrable d’intervalles ouverts.

Exercice 8.2
Soit d > 2. Démontrer que le complémentaire de la boule unité B(0,1) dans R? est connexe par
arcs. Cela est-il vrai pour d = 17

Exercice 8.3 (Connexité par arcs)
Soit (E, ||.||g) un espace vectoriel normé.

1. Soit A une partie connexe par arcs et non vide de E. Démontrer que A est connexe.

2. On suppose que A est un ouvert connexe non vide de E. Démontrer que A est connexe
par arcs.
Indication: pour cela, il suffit de considérer une composante connexe de A, et de démontrer
qu’elle est ouverte et fermée dans A.

3. On considere la partie A suivante dans R:

A {(x,y) ER2: 2 >0,y =sin (i)} U {0} x [~1,1].

Démontrer que A est connexe, mais que A n’est pas connexe par arcs.

Indication: ce dernier point peut étre traité par l’absurde, en considérant un chemin continu
v :[0,1] — A joignant (%, 1) et (0,0), et en appelant t le plus petit réel tel que ~(t) €
{0} x [-1,1].

Exercice 8.4
Soit f : [0,1] — [0, 1] une fonction continue. En étudiant la fonction x — f(z) — z, démontrer
que f a au moins un point fixe sur [0, 1].

Exercice 8.5

Soit un automobiliste qui a parcouru 1000km en 10h. On suppose que sa position est une fonction
continue du temps. Démontrer qu’il existe un intervalle de temps d’une heure pendant lequel
il a parcouru exactement 100km (c’est-a-dire qu’il existe un instant ¢ tel que 'automobiliste a
parcouru exactement 100km entre t et t + 1h).
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Exercice 8.6
Soit (up)nen une suite bornée de R. On suppose de plus que liril Up+1 — Up, = 0. Soit A
n—-roo

I’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (uy)nen. Démontrer que A est non vide, compact
et connexe.

Exercice 8.7 (Exemple de GL4(R))
Soit d > 1, on note GLg(R) 'ensemble des matrices inversibles de My(R).

1. Démontrer que GL4(R) est un ouvert de My(R).
2. Démontrer que GL4(R) a au moins deux composantes connexes.

Indication: penser au déterminant.
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