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Les 4 premières questions de la partie II et les 7 premières questions de la partie III sont
indépendantes des précédentes.

Dans ce problème on note ‖ · ‖ la norme euclidienne sur Rd (d entier naturel non nul) et B(x, r) la boule
euclidienne ouverte dans Rd de centre x ∈ Rd et de rayon r > 0.

PARTIE I

Soit F une partie bornée de Rd, non vide.
I.1) Dire pourquoi, pour tout δ > 0, l’ensemble d’entiers :

M(δ, F ) =

{
N ∈ N∗; ∃(x1, . . . , xN ) ∈ (Rd)N , F ⊂

N⋃
i=1

B(xi, δ)

}

est non vide.
On désigne par N(δ, F ) le plus petit entier N qui appartient à M(δ, F ). On note :

B-dim(F ) = lim
δ→0,δ>0

lnN(δ, F )
− ln δ

quand la limite écrite existe.
I.2) Soit F, F ′, F ′′ trois parties bornées de Rd non vides telles que B-dim(F ) et B-dim(F ′) existent et soit un réel
λ 6= 0. On pose λF = {λx;x ∈ F}. Prouver que :
I.2.a) si F ⊂ F ′ alors B-dim(F ) ≤ B-dim(F ′)
I.2.b) B-dim(λF ) existe et B-dim(λF ) = B-dim(F )
I.2.c) B-dim(F ∪ F ′) existe et B-dim(F ∪ F ′) = max{B-dim(F ),B-dim(F ′)}
I.2.d) si F ⊂ F ′′ ⊂ F ′ et B-dim(F ) = B-dim(F ′) alors B-dim(F ′′) existe et B-dim(F ′′) = B-dim(F ).
I.3) Calculer B-dim(F ) quand F est une partie de Rd qui a un nombre fini d’éléments.
I.4) Soit {v1, . . . , vd} une base de l’espace vectoriel Rd. Pour δ > 0 et k1, . . . , kd entiers relatifs on pose :

C(k1, . . . , kd) = {λ1v1 + · · ·+ λdvd; ∀i ∈ {1, . . . , d}, λi ∈ [kiδ, kiδ + δ[}

et on appelle δ-cube une telle partie de Rd. On note Cδ(v1, . . . , vd) l’ensemble des δ-cubes. Pour F partie non vide
bornée de Rd, on note A(δ, F ) le nombre de δ-cubes dont l’intersection avec F est non vide :

A(δ, F ) = Card({C ∈ Cδ(v1, . . . , vd); C ∩ F 6= ∅})
= Card({(k1, . . . , kd); C(k1, . . . , kd, δ) ∩ F 6= ∅})

I.4.a) Montrer que l’application de Rd dans [0,+∞[ qui, à tout élément x de Rd s’écrivant x = x1v1 + · · ·xdvd,
associe le réel positif sup1≤i≤d |xi| est une norme sur Rd. Cette norme est-elle équivalente à la norme euclidienne ?
I.4.b) Montrer qu’il existe un réel positif γ ne dépendant que de d et du choix de v1, . . . , vd tel que, pour tout
δ > 0 et tout x ∈ Rd,

A(δ,B(x, δ)) ≤ γ
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I.4.c) Montrer qu’il existe deux constante γ1, γ2 > 0 ne dépendant que de d et du choix de v1, . . . , vd telles que,
pour tout δ > 0,

γ1 A(δ, F ) ≤ N(δ, F ) ≤ γ2 A(δ, F )

I.4.d) Montrer que B-dim(F ) existe si et seulement si ln A(δ,F )
− ln δ a une limite quand δ ↓ 0 et dans ce cas on a

B-dim(F ) = lim
δ↓0

lnA(δ, F )
− ln δ

I.5) Soit L un sous-espace vectoriel de Rd de dimension p ≥ 1 et de base {v1, . . . , vp}.
I.5.a) Pour α > 0 et pour

Uα = {λ1v1 + · · ·+ λpvp; ∀i ∈ {1, . . . , p}, λi ∈ [−α, α]}

estimer A(δ, Uα) puis B-dim(Uα).
I.5.b) Pour tout R > 0, montrer qu’il existe α1, α2 > 0 tels que

Uα1 ⊂ L ∩B(0, R) ⊂ Uα2

I.5.c) En déduire que, pour tout R > 0,
B-dim(L ∩B(0, R)) = p

PARTIE II

II.1.a) Soit s ∈ ]1, 2[ et λ > 2. Montrer que la formule

f(t) =
+∞∑
k=1

λ(s−2)k sin(λk t)

définit une application continue de R dans R.
II.1.b) Montrer que

G = {(t, f(t)); t ∈ [0, 1]}

est une partie bornée de R2.
II.2) Montrer que, pour t réel et h ∈ ]0, 1/λ[,

|f(t + h)− f(t)| ≤ c h2−s

où c est une constante ne dépendant ni de t ni de h.
Indication : on pourra découper la somme définissant f en les N premiers termes et le reste, où N est tel que

λ−(N+1) ≤ h ≤ λ−N .
II.3.a) Montrer qu’il existe ε > 0 tel que, pour tout réel t′ il existe h′ ∈ [1/2, 1[ vérifiant

| sin(t + t′)− sin t′| > ε

II.3.b) Dorénavant ε est un réel fixé satisfaisant la condition de la question précédente. Montrer que si λ est choisi
suffisamment grand (ce que l’on supposera dans les questions suivantes), on a, pour 0 ≤ t < t + h et N tel que
λ−(N+1) ≤ h ≤ λ−N , l’inégalité∣∣∣f(t + h)− f(t)− λ(s−2)N

(
sin(λN (t + h))− sin(λN t)

)∣∣∣ ≤ ε

2
λ(s−2)N
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II.3.c) Soit δ < 1. Pour N ≥ 1 tel que λ−N ≤ δ < λ−(N−1), montrer qu’on peut trouver h tel que
λ−(N+1) ≤ h < λ−N et

|f(t + h)− f(t)| ≥ ε

2
λs−2 δ2−s

II.4) On pose, pour 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ 1,

ω(t1, t2) = sup
t1≤u≤v≤t2

|f(u)− f(v)|

Montrer qu’il existe deux constantes C1, C2 > 0 ne dépendant que de f telles que, pour tout réel t et tout δ
suffisamment petit,

C1 δ2−s ≤ ω(t, t + δ) ≤ C2 δ2−s

II.5) On pose v1 = (1, 0) et v2 = (0, 1). La quantité A(δ,G) désigne le nombre de δ-cubes construits à partir de v1

et de v2 et qui intersectent G, comme défini à la question I.4. Montrer que, pour tout δ > 0,

1
δ

q−1∑
i=0

ω(iδ, iδ + δ) ≤ A(δ,G) ≤ 2q + 1 +
1
δ

q−1∑
i=0

ω(iδ, iδ + δ)

où q désigne le plus petit entier supérieur ou égal à 1/δ.
II.6) Calculer B-dim(G).

PARTIE III

Soit E une partie compacte de Rd. On considère des applications S1, . . . , Sm de E dans E pour lesquelles il
existe des constantes c1, . . . , cm ∈ [0, 1[ telles que

‖Si(x)− Si(y)‖ ≤ ci ‖x− y‖

pour tous i ∈ {1, . . . ,m}, x ∈ E, y ∈ E. On note K l’ensemble des compacts non vides de E. Pour A ∈ K on pose

ϕ(A) =
m⋃

i=1

Si(A)

où, comme d’habitude, Si(A) = {Si(x); x ∈ A}.
III.1) Montrer que ϕ est une application de K dans K.

Pour k ≥ 1, on définit ϕk = ϕ ◦ ϕ ◦ · · · ◦ ϕ (k termes) et on pose

F =
+∞⋂
k=1

ϕk(E)

III.2) Montrer que F est un compact non vide qui vérifie ϕ(F ) = F .

Pour A ∈ K et µ > 0 on pose :

Aµ = {y ∈ Rd; ∃x ∈ A, ‖x− y‖ ≤ µ}

Pour A,B ∈ K on pose :
d(A,B) = inf{µ > 0; A ⊂ Bµ et B ⊂ Aµ}

III.3) Montrer que, pour A,B ∈ K,
d(A,B) = 0 ⇐⇒ A = B

3



III.4) Pour tous A1, . . . , Am, B1, . . . , Bm ∈ K, montrer que

d

(
m⋃

i=1

Ai,

m⋃
i=1

Bi

)
≤ max

1≤i≤m
d(Ai, Bi)

III.5) Trouver une constante M ∈ [0, 1[ ne dépendant que de c1, . . . , cm telle que, pour A,B ∈ K,

d(ϕ(A), ϕ(B)) ≤ M d(A,B)

III.6) Montrer que F est l’unique compact non vide tel que ϕ(F ) = F .
III.7) Montrer que ϕk(E) tend vers F quand k → +∞ au sens suivant :

lim
k→+∞

d(ϕk(E), F ) = 0

On suppose désormais, qu’en plus des hypothèses précédentes, on a, pour tous i ∈ {1, . . . ,m}, x ∈ E, y ∈ E,

‖Si(x)− Si(y)‖ = ci ‖x− y‖,

que ci ∈ ]0, 1[ et que les ensembles S1(E), . . . , Sm(E) sont disjoints.
III.8.a) Montrer qu’il existe un unique s0 ≥ 0 tel que

m∑
i=1

cs0
i = 1

III.8.b) Si on suppose que, pour δ tendant vers 0,

N(δ, F ) ∼ C

(
1
δ

)s

où C est une constante, montrer que
s = B-dim(F ) = s0
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