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1)a. Le fait que F4 est stable par combinaisons linéaires découle de la linéarité du passage a
la limite. De plus F4 est non vide puisque les fonctions constantes (et en particulier la fonction
nulle) sont des éléments de Fa: si f est une fonction constante égale & ¢ sur I on a évidemment

1 N 1 N 1 1
VN > 1, N;f(an):N;c:c:/o cdx:/o f(z)dx

1)b. Soit € > 0, et f; et fo dans F4 vérifiant les deux propriétés. Puisque

1 & 1 & 1 &
VNZ 17 NZfl(an) S Nzg(an) S NZfQ(an)7
n=1 n=1 n=1
on obtient
hmmf— a <hm1nf— ap) < limsup — ap) < limsup — an) ,
lim inf - Zfl n) < liminf - Zg n) < lim sup 7 nzlg n) < lim sup 7 Zfz n)

et comme fi, fo € F4 on en déduit

| /\

lim sup — g(a
imsup Z )

| N

/01 fa(x)dx

1
hmsup—Zgan /g(x)dﬂc+5.
0

N—>+oo n—1

1
)dx < li f— n)
|| At < it ZM

On déduit des hypothéses sur f; et fo que

1
dr—e < 1i f— n
| oty e < i Zw

Ceci étant valable pour tout € > 0, on a donc

1
lim inf — ) = limsup — - d
lim inf Zg (an) = limsup Zg an) / g(x)dz,

N—>+oo

n=1

\ N

et on en déduit que g appartient & Fla.

1)c. La condition est nécessaire: si A est équi-répartie alors F)4 = E donc F4 est dense dans F.

La condition est suffisante: supposons que F4 contient une partie dense dans E. Soit g un
élément de E: pour démontrer que g € Fjy, il suffit de vérifier la condition de la question 1).b.
Soit € > 0, puisque F4 contient une partie dense dans FE il existe un élément f € Fyu tel que
lg— fll < 5. Onpose f1 := f—5 et fo:= f+§, et on vérifie que fi et fo satisfont bien les
conditions de 1).b.: fi, fo € Fy4 car FA est un sous-ev de E contenant les constantes, et les deux
inégalités découlent directement des choix faits.

2)a. On suppose que F4 contient la fonction h; pour tout intervalle J. Alors il contient toutes
les fonctions en escalier sur I puisque F'4 est un sev de E. Toute fonction continue par morceaux
sur I étant une limite uniforme sur I de fonctions en escalier, on en déduit que F'4 contient alors
une partie dense de E. Il découle de la question 1).c que A est équi-répartie.
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2)b. 1l suffit de prendre, pour ¢ suffisamment petit:

0 si x €0, ¢, 0 si x €[0,¢c— €],
Lz —o sixe[cc—i-s] Lz—c+e) six € [c—eg,cl,
fi(z) == ¢ 1 six€lct+e,d—e], et folzr):=1 1 st x € [e,d],
—Llx—d) sizeld-—e,d, ~lax—d—e) sizeldd+e],
0 si x € [d, 1], 0 siz € ld+el].

Si on suppose que F'4 contient toutes les fonctions continues prenant les mémes valeurs aux
extrémités 0 et 1, alors d’aprés ce qui précéde et 1).b F4 contient la fonction hy pour tout
intervalle J de I, et donc d’aprés la question 2)a. la suite A est équi-répartie.

2)c. Il suffit de remarquer que

1 1 & N(J)
/Ohj(x)dx:d—c et VN >1, N;hJ(an):N.

La conclusion est donc nécessaire (si A est équi-répartie alors hy € F4) et suffisante (question
2).a.).

3)a. On pose pour a, :=r, — [r,] pour tout n > 1, et on remarque que

N
1 ,
VN > 1, N Ele:cp(2z7rk‘rn = Elexp 2imkay).
n= n:

Si R est équi-répartie modulo I alors (a,) est équi-répartie et on a

N

1 1 1
NETWN;exp(inkan) :/0 cos(27rk:x)d:c—|—i/0 sin2mkz)dr = 0.

3)b. Soit f une fonction continue sur I prenant les mémes valeurs en 0 et en 1. Pour N > 1, on
note

Sl(l‘) 4+ ...+ SN(l‘)
N

SN T Z cn(f)e%”"x et ON X +—

ou ¢, (f) est le n-iéme coefficient de Fourier de f. D’aprés le théoréme de Féjer, la suite de
fonctions (o) n>1 converge uniformément vers f sur I: puisque F'4 est un sev de E, ces fonctions
sont des éléments F4 (en supposant que pour tout k on a C(R,k,N) — 0).

Ceci étant valable pour toutes les fonctions continues sur I prenant les mémes valeurs en 0 et
en 1, on déduit de la question 2)b. que R est équi-répartie modulo I.

3)c. On pose R = (nﬁ)n>1. Si 0 est irrationnel, on obtient pour tout k € N*:
e2imho ((2imkNO _ 1)

N(e2i7rk9 _ 1)

C(R,k,N) Z Zimknb _ — 0 quand N — 400,

donc d’apreés la question precedente, R est équi-répartie modulo I dans ce cas.

Si 6 est rationnel, soit ¢ € N* tel que ¢gf € N. Alors C(R,q, N) = 1 pour tout N > 1 et donc
R n’est pas équi-répartie d’apres la question 3)a..
4)a. D’apres I'énoncé ¢” < 0 sur [1,4o00[, donc ¢’ est décroissante sur cet intervalle, et comme
¢'(t) — 0 quand t — +00 on en déduit que ¢’ est positive sur [1, +oo[. De plus, comme 1/t est
négligeable devant ¢’ on obtient

—_

Ve >0, 3T, Vt > T, i <ey(t),

et donc ¢’ est strictement positive sur [1,+o00[ (car elle décroit vers 0 et ne peut s’annuler pour
t grand).
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Le théoréme des accroissements finis permet de conclure que pour tout n > 1 il existe 6, €
[n,n+ 1] tel que dy, = 11— = @(n+ 1) — o(n) = ¢'(0,). Donc dy, > 0 pour tout n > 1 et
(dn)n tend vers 0 en décroissant quand n — 4o00. De plus

1 0,

— = —X—— — 1x0=0 quand n — +oc.

4)b. On a (en notant K la constante qui apparait comme étant une “Erreur!” dans 1’énoncé):

1 & 5, 1 NA sl < K1 1 de
NT; Z N;( n n) = N; dn+1_a +NTLZI|TZ|
K/ 1 1 N
= N;(dn_u dn>+ ;dn
K
N

K

N

1 T N
_ _|_7 dn

(o @) v

D’apres la question précédente, ﬁz\m — 0, et d’apres le résultat de Cesaro on obtient que
% 27]2[:1 d,, — 0 puisque d,, — 0. On en conclut que

1Y 1Y
N;AN_N;Bn

lim
N—+oc0

Il reste & remarquer que

1 Avyt A
B n—&—l_i _ +_7
Fm = e (G < e (B

et comme |An41] = 1, on conclut comme précédemment que

1
li — B, = 0.
wim, 2 B = 0

. T . 1
On déduit de ce qui précéde que th — Z A, = 0.

4)c. On a démontré a la question précédente que pour la suite R = (ry,),>1 ona C(R,1,N) — 0
quand N — +o0o. Soit k& € N*| en appliquant les deux questions précédentes & la fonction k ¢,
qui satisfait aux mémes hypothéses que ¢, on obtient que C'(k R,1,N) — 0 quand N — 400 ou
k R est la suite (k7y)n>1.

Puisque C(k R,1,N) = C(R,k,N), on a donc obtenu que C(R,k, N) — 0 quand N — +0o0
pour tout entier k¥ > 1. D’apreés la question 3)b., on en conclut que R est équi-répartie modulo
1.

5)a. On pose U, (t) := In®(¢) sur [1,+oo[, et on calcule
(@ — 1) In*2(t) — In* (¢t
o :
$+2
La fonction W, est a valeurs positives, elle est concave sur lintervalle [e®~! +oo[ et vérifie
W/ (t) = o(t). On a de plus 7 = o(V,(t)) dés que o > 1.

Puisque seul le comportement asymptotique de A, intervient dans I’étude de ’équi-répartition,
ne considérer cette suite qu’a partir du rang [(e®1)] + 1 (ou [.] désigne la partie entiére), rang
a partir duquel ¥, est concave, permet de conclure d’aprés la question 4 que pour « > 1 la suite
A, est équi-répartie.

%ma*l(t) et U'(t) =

v (t) =
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5)b. Une primitive de f: x — e2imin(@) gup R est F': o ﬁ e2imin(z),
5)c. On calcule
1 N 1 . N 1
Inl = — 2z7rln(x)d _ [ 217rln(:1:)] < =
Nl =& /1 c T oanN |16 1| = 7N
car [e2?™1"(®)| =1 pour tout réel 2 > 1. Donc Nlim |In| = 0.
——+400
On a aussi
A N
‘LN _IN| _ N 26227rln(n) _/ eQMrln(x) dx
n=1 1
1 (g w " 2irin@)
= 71_’_ <€ZTrnn_/ emrnxdx)
N nZQ n—1

2=

N n
2imin(n) _ J2imin(E)
1+ ;e /nl (1 e ) dx|.

Il reste & remarquer que

n
/ (1 — 62”1”(%)> — 0 quand n — +oo.
n

-1
/n <1 - €2i7rln(1+”;")) dx
n—1

En effet

[ (1) a
n—1

< /" ‘1—62”1"(1“2”) d
n—1
" r—n
< 1—cos(2min(1+ )
n—1 n
+ ’O—sin(27rln(1+ x—n))' dx

r—n

0—

n
< / 2x2m
n—1

n

dr < ] — 0 quand n — +o0,
n

ou on a appliqué l'inégalité des accroissements finis aux fonctions z +— cos(27win(l + x)) et
x — sin(27in(l 4 z)) entre 0 et =", éléments de [0, 1], intervalle sur lequel la dérivée de ces

r—n
. . n
fonctions est majorée en valeur absolue par 2.

On conclut du résultat de Cesaro que |Ly — In| — 0 quand N — +o00, et donc Ly — 0 quand

N — 400. On a donc prouvé que C(Ay1,1,N) — 0 quand N — +o0.

Il reste & voir que les calculs effectués précédemment s’adaptent aussi pour prouver que
C(A1,k,N) — 0 quand N — 400 pour tout entier k¥ > 1. On en déduit que A; est aussi

équi-répartie.



