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T. CHAMPION

1.1. F' étant bornée, elle est incluse dans un compact K non vide. On recouvre ce compact par la
famille d’ouverts (B(x,d))zcx. Puisque K est compact on peut extraire de ce recouvrement un
sous-recouvrement fini (B(x;,d))1<i<n avec N > 1: puisque F' C K, c’est aussi un recouvrement
de F', dou N € M(4, F) et donc cet ensemble est non vide.

I.2.a. Si F' C F’ alors tout recouvrement de F’ est un recouvrement de F', donc M(§, F') C

M(6, F) pour tout § > 0, et donc N(§, F') < N (4, F") pour tout § > 0.

In(N (5, F)) < In(N (6, F"))
—In(d) —  —In(9)

On en déduit que pour tout 6 €]0,1[ on a , d’oll on obtient
I'inégalité désirée en passant a la limite.

I.2.b. On remarque que pour tout 6 > 0 on a M(|A|J, \F') = M(9, F'), et donc N(|A|0, \F') =
N(4, F). Pour tout 6 €]0,1] on a donc

In(N (8, \F)) In(N (3, F)) (N (i3, F)) ~In(%)

~In@)  —In(4) — (A —In(%)) X—ln(&)—ln(lk\)'

On peut donc passer a la limite quand 6 — 0, ce qui montre que B-dim(AF') existe et vaut
B-dim(F).

I.2.c. On remarque que pour tout § > 0 on a
MG, F)+ M5, F) c MG FUF) c MG F)nM(SF)

ou la premiére somme désigne 'ensemble des entiers de la forme N + N' avec N € M(4, F) et
N e M(6,F"). On en déduit que

max{N (5, F),N(6,F)} < N5, FUF') < N(§F)+ N(6,F').
En utilisant que N (8, F) + N (0, F') < 2 max{N (0, F), N(6, F')}, on obtient, pour § €]0,1[,

In(max{N (4, F), N(6, F")}) < In(N (6, F U F")) < In(2) + In(max{N (0, F), N(d, F")})
—In(6) - —1In(9) - —1In(9)

et on conclut en passant & la limite.
I.2.d. Si F C F” C F’ alors on a comme précédemment

In(N (4, F)) < In(N (5, F")) < In(N (9, F'))
—In(6) — —In(9) - —In(9)

pour § €]0,1[: les majorants et minorants tendent vers B-dim(F') quand 6 — 0, donc %

converge vers cette méme limite.

I.3. Soit N le cardinal de F, alors pour tout 6 > 0 on a N(§, F') < N et donc B-dim(F') = 0.
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I.4.a. Puisque (v;)1<i<q est une base de R?, Iapplication ||z||, := sup; |z;| est bien définie. On
vérifie aisément que ||z|, = 0 < = = 0, que pour tout réel A on a ||Az|l, = |A|||z]v, et que

Yo,y €RY |z +yllo = sup lzi + il < sup{lail + lyil} < supai| +suply;| = o + [yllo-
7 (] 7 J

Cette application & valeurs positives est donc bien une norme sur R%, qui est équivalente & la
norme euclidienne (comme toutes les normes sur Rd): il existe donc des constantes ci,co > 0
telles que

veeRY, crllz] <zl < e 2.

I.4.b. Soit z =x1v1 + ...+ 2404 et § > 0 alors

yeClki,....ka,0) N B(z,8) = ||6(kr,... k) —yllo<det|z—y| <o

= |0 (k1, . kn) —yllo < et ||y —zly < c2d
= ViE{l,...,d}, ]kié—xi\g(@—l—l)é
=

x
(k1. ka) € 5+ [=(ea 1), 00 + 1]
On en déduit que A(6, B(z,8)) < (2 Ent[co + 1]+ 1), ott Ent[y] désigne la partie entiére de y et
ou le +1 correspond au fait qu’il ne faut pas oublier la valeur 0 de U'intervalle [—(co + 1), c2 + 1].
On peut donc poser v := (2co + 3)¢, qui est indépendant de z et 4.

N(5,F)
I.4.c. Soit 6 > 0, alors il existe x1,...,zn(5F) tels que F' C U B(xz;,0) et donc
i=1
N(8,F) N(6,F)
AGF) < A6, |J B@io)| < Y A(6,B(%:,0) < yN(5,F)
i=1 i=1

ol vy est la constante de la question précédente: v := % convient.

Pour I'autre inégalité, on remarque que pour tout (ky,...,kq) € Z¢

0 o
v€ Clinoihad) = las =yl <5 = ve B (o 50 )
C1

) 0
ol on note Ts = <k1 0+ 50 kgd+ 2) et ou on a utilisé ’équivalence des normes. On

en déduit que N (%,F) < A(4, F) et comme cela est valable pour tout § > 0 on a aussi
N(5,F) < A(2¢16,F). Enfin, comme un (2¢; 6)-cube est recouvert par (Ent[2c;] 4+ 1 + 1)¢
S-cubes, on obtient I'inégalité souhaitée avec v := (2¢; + 3)%.

I.4.d. Si B-dim(F') existe alors % tend vers B-dim(F') quand 6 — 0 et donc comme

In(N(9, F)) —In(y2) _ In(A@, F)) _ (N, F)) —In(y)
—1In(d) - —In(6) — —1n(0)

V6 €]0,1],
L 1os In(A(5,F)) . y . . L, .
on en déduit que () tend vers B-dim(F') quand 6 — 0. L’implication réciproque se
démontre de la méme maniére.

I.5.a. On a

Vo €10, a], (2(% - 1))p < AU, < (2(% +1) +1)”
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car U, ne rencontre que des é-cubes de la forme C'(ky, ..., kp,0,...,0) ou (ki,...,kp) appartient
a[-§ —1,5]. On en déduit

—p @) +pn(2(a—9) _ W(A@G,Us) _ —ph@)+ph(2a+30)
—1In(4) - —1In(d) - —1In(d) ’

V4§ €10, min{1, a}[,

et en appliquant la question précédente on obtient que B-dim(U,) existe et vaut p.

I.5.b. En utilisant I’équivalence des normes on obtient que U,, C LN B(0,R) C U,, pour
a1 :=c1 Ret ag :=cy R.

I.5.c. D’aprés L.5.a. on a B-dim(U,,) = B-dim(U,,) = p, on déduit donc de la question
précédente et de 1.2.d. que B-dim(L N B(0, R)) existe et vaut p.

II.1.a. On a

Vi € R, AC=2DRgin(AF )| < A2k,

or \672) = ¢(s=2In()) < 1 donc la série géométrique >k A6=2k ost convergente: la série de fonc-
tions définissant la somme f est une série normalement convergente sur R, et donc uniformément
convergente sur R. Chacune des fonctions ¢ — A\~2*sin(\¥ ) étant continue sur R, f est donc
continue sur R comme limite uniforme de fonctions continues.

II.1.b. f est continue et [0, 1] est compact donc I'image f([0,1]) est aussi un ensemble compact
de R: c’est donc un ensemble borné. Comme G C [0, 1] x f([0,1]), on en déduit que G est bornée.

II.2. Soit t € R, h €]0, %[ et N > 1 tel que \~(V+1) < h < AN En remarquant que la fonction
sinus est 1-Lipschitzienne sur R, que A*~! > 1 et A2 < 1, on peut calculer

HEDEI OIS ()\(S_Q)k‘sin()\k(t+h))—sin(Akt)D

M= I

k>N+1
< )\(S—Z)k’ )\k‘ h + Z 9 A(S—Q)k
k=1 k>N+1
N-1
- h )\s—l Z )\(s—l)k + 2)\(8—2)(N+1) Z )\(S—Q)k
k=0 k>0
AE=DN g 1
— h}\sfl N - 2A(572)(N+1)7
1 [ a2
As—L 2
< h )\71\7 1—s )\*(N%*l) 2—s
— ( ) )\57171—'_( ) 1 — )\s—2
)\571 2 )\571 9
< h hl—s h2—s — h2—s
= P S g e ()\5—1—1+ 1—)\5—2>
1— 2—

ou on a utilisé que x — x'~* est décroissante sur [0, +00[ et x — z°~® est croissante sur [0, +o00].

As—l

La constante ¢ := T

+ 1_)?5_2 est indépendante de h et t.

I1.3.a. L’application sinus étant 27-périodique, il suffit de montrer que

1
Je > 0,vt' € [0,27], max{]sin(t/ +h') —sin(t)| : b € [5, 1[} > e.
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Or la fonction ¢ : ¢/ — max {|sin(t' + 1') —sin(t')| : K’ € [§,1[} est continue sur [0,27]: en
effet, si ¢/, € [0, 2], alors pour W' € [3,1] tel que (t') = |sin(t' + h') —sin(¢)| on a
o) —p(t") < Jsin(t +h') —sin(t')| — | sin(¢” + h') — sin(t")]
< |sin(t' + B') —sin(t') — (sin(t” + h') — sin(t"))]
< sin(t + 1) —sin(t” + A" + |sin(t') —sin(t")| < 2|t — 1]

et par symétrie on obtient |p(t') — p(t")| < 2|t” —t/|. La fonction ¢ atteint donc son minimum
sur [0,27], qu’on note m: c¢’est bien un nombre strictement positif, car la fonction sinus n’est
m

constante sur aucun intervalle de longueur non nulle. Il suffit de poser ¢ := 3.

I11.3.b. En supposant N > 2. on calcule comme en I1.2.:
‘ FE+R) — F(1) = AN (sin (AN (¢ + b)) — sin(A\Y 1))

N-1
< Z )\(S—Q)k‘ )\k’ h -+ Z 2)\(8—2)k
k=1 k>N+1
)\(s—l)(N—l) -1 1
_ s—1 (s—2)(N+1)
I 2 —

1 2)\572
(s—2)N
= A <)\81—1 * 1—)\(82)>

Or )\3_1171 + 13’)\\?;22> tend vers 0 lorsque A — 400, donc pour A suffisamment grand ce nombre
est inférieur a §.

Dans le cas ot N = 1, seule la seconde somme apparait dans la majoration et on conclut de
la méme maniére.
IL.3.c. Soit t > 0, on pose ¢’ := AVt et on choisit h' € [5,1[ tel que |sin(t' + ') — sin(t)| > &

(question I1.3.a.). On pose alors h := A"V h/ et en appliquant le résultat de la question précédente

on a

%MHW > ( FlE+R) — F() = NIV (5in (AN (¢ + h) — sin(AN t))‘

( Flt+h) — () — AN (sin(t + 1) — sin(t’))‘

AN gin(t + 1)) — sin(t)| — | f(t + ) — £(2)]

>
> AN (4 h) — f(1)]

d’ott on déduit

|f(t+h)— f(t)] > %Ms—zw _ €

€
< )\f(Nfl) 2-s)s=2 5 T ys—252-s
2( ) -2
11.4. D’apreés la question précédente, Cy := %/\S*2 convient.
D’aprés la question I1.2., si § €]0, %[ onaw(t,t+6) <cd?* (car x — x
[0, +00[), donc Cy := ¢ convient.
Ces deux constantes ne dépendent que de f (et non de t et ).

IL.5. L’ensemble G est inclus dans [0, 1] x f([0, 1]), donc ne rencontre que des d-cubes C'(k1, k2, 9)
pour lesquels k1 € {0,...,q}.
Pour chaque intervalle [k19, k1 + 0] avec k1 € {0,...,q — 1}, G rencontre au plus

2-5 est croissante sur

Ent I:i.w(klé, k10 + 5)] +14+1 < % (kld, k16 + (5) +2

tels d-cubes: Ent [$w(k16,k16 +6)] + 1 est le nombre maximal de §-cubes fermés rencontrés,
I'ajout de +1 permet de compter ’éventuel bord supérieur.
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Au cas ou g0 = 1, il faut ajouter le J-cube contenant (1, f(1)).
De plus, comme f est continue, 'ensemble f([0,1]) est connexe et donc f([k19, k16 + 6[) Vest

aussi: on en déduit que G rencontre au moins

Ent[ (16, k15+5)] 41> %w(klé,klé—ké)

it

tels d-cubes lorsque k1 € {0,...,q — 1}.
On déduit de ce qui précede que

Q
|
—

w(i 8,1+ 0).
1

Sl

w(id,id+0) < A(B,G) < ( (i6,i6+8)+2)+1 < 2q+1+

I MQ

AN
J -

I MQ

Iy
) 4

i
I1.6. D’aprés les deux derniéres questions, pour § < 1 suffisamment petit on obtient donc
1 1
C167° < 5 qC16°7° < A(6,G) < 2q+1+ 5 qC26°7% < 6°(Cy+ Cod+20°" 4 35%)
ot on a utilisé ¢ € [§71,67! + 1]. On obtient donc B-dim(G) = s.



