DEUXIEME EPREUVE

Commentaires:

La présence des séries de Fourier, dans I'énoncé, a semble t’il perturbé
beaucoup de candidats. Les théorémes & utiliser dans le probléme étaient le
théoréeme de convergence quadratique, ou théoréme de Parseval, pour les
fonctions périodiques, continues par morceaux, et le théoréme de convergence
ponctuelle, ou théoréme de Dirichlet, pour les fonctions périodidues,
continues, de classe Cl par morceaux.

Comme I’indiquait le préambule, les candidats avaient la possibilit¢ de

traiter les parties 1.A et III qui ne comportaient pas de séries de Fourier.
I.A. Une intégration par parties permet de montrer la convergence de
sin t

+00
Pintégrale I ——dt. La partie I.A généralise cette méthode.
1
L’erreur suivante figure dans de nombreuses copies:

t
J'Xt"" fit) dt | = M J'xt“" dt , or on
1 1
-00

a oa>1, donc Uintégrale J t'* dt converge et par suite (1) [Uintégrale
1

"la fonction f étant bornée par M on a :

-0
J t™% f(t) dt converge "
1
A la question 1.A.3ii beaucoup de candidats ont montré que si lintégrale

1) .
J‘ - dt converge alors JJ ]f(t)} dt=0 , peu ont conclu a la nullité de f.
1 0

I.B. Des erreurs dans le calcul des coefficients de Fourier de 6 ont

conduit a des valeurs inexactes des sommes des séries Zl/n2 et Z l/n4 |
n=1 nz1

convient de remarquer que [Iutilisation d’une calculatrice permet une rapide

vérification de la vraisemblance des résultats obtenus.

II.A. En général, les théorémes sur la dérivation et Pintégration de la
limite d’une suite de fonctions ont été utilisés correctement.
II.B. Le passage en coordonnées polaires, dans une intégrale double, est

une technique qui devrait étre connue par les candidats, cette méthode est
+00
utilisée classiquement pour le calcul de lintégrale J exp(-xz) dx.
-0
ITII. Cette partic n’a été que peu abordée.

La méthode de la majoration du reste d’une série alternée permettait d’établir
Pinégalité Al il fallait cependant  justifier I'utilisation de cette
méthode par la décroissance vers o de la valeur absolue du terme général de la

série.
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Corrigé

I.A.1. f est continue périodique, donc bornée (par M).

|£(L)| =< &
t* t"

convergence de Pintégrale pour a>l.

L’inégalité montre alors la convergence absolue et donc la

I.A.2.i) Soit F une primitive de f, alors on a:

+2n n
Fx+2n)-F(x) = r f(t)dt= r f(u)du.
X 0
Ainsi F est périodique si et seulement si co(f) =

~

ii) La fonction f définie par i’(t) = f(t)-co(f) vérifie co(i') = 0, donc

elle posséde une primitive F 211 périodique. On a donc pour tout X > 1 :

J’x 10 4 _ F(X) B+ g J’X F(O) o
tf x*

1

F est bornée et 1+8>1, d’ou la convergence de I'intégrale d’aprés I.1.

oo f(t) - ¢ (f) 00
LA3i) On a : eun (J')< 1O 4 . (DJ'X ~.) = [ — "t e f dt

t 1 t?
()
, [’Xf(t) . %o 18 fty . .
diverge, donc 1 t_B dt+0° I3 X" si 0<B«l, et 1 e dt+°° co(f)ﬂn X
? ()]
ii) D’aprées ce qui précéde Iintégrale J —f dt converge ssi co(|f]) = 0,

1
or f est continue donc cO(|f|) = 0 équivaut a f = 0.

1 1
iii) On a: QEJ’Z |ain t|dt = 2J [oin t|dt = E—JO |oin t|dt =

donc J'X‘Mn” dt 22nX

I.B.1.ij) f est continue par morceaux, donc d’aprés la formule de Parseval la
+00 14

série ¥ Ick(f)|2 est convergente de somme é_n f }f(t)|2dt.
k=-o 0

ii) Soit 0= XX <X = 2n une subdivision de [0,2n] telle que la

restriction de f a [xp,x ] soit de classe cl.

p+l
En intégrant par parties on a :

X X

p+l . . p+l .
k J fe™ dt = [ine™] P - J f (e

X P X

P W P
-ikx
En sommant de 0 a n-1, les if(xp)e P se réduisant 2 a 2 ; donc :
ikt 2n ikt
le f(t)e™ = -iJ f’(t)e  dt, d’ou : ck(f’) = ikck(t).
0 0
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: 2

L’argument précédent s’applique a ', d’ou la convergence de Y k2|ck(f)| .
-0

I’inégalité de Cauchy-Schwarz donne :

+N +N 1 +N 1 1/2 +N 2 5 1/2
Y |ck(f)| =7 I(—.l(lck(f)l = [ Y -—2] [ Y ok lck(f)l ] ,
kN kzoN TR k=-N

d’ou la convergence de la série et la majoration :

+00 © 1 172 1 4 2 1/2
L e D] = |, O] + [2 k§1 _] [ﬁjz 120) dt] :

Pour tout entier N>l

K= - K
1 ™ 2 ke 1 , 1 T ikt
LB.2. Ona c(0) = » L @ e™ dt = 1o c(0) = 5y I_n 2t e gt
doi ¢, (6) = —1—2 e 4 ) = 1—2 2-1)¥ pour k = 0.
nk k

3 q4m 2
1 t T
Et Co(e) = —E [ 3— ] ] = 3—

. 1 | s
6 est continue et de classe C  par morceaux, donc d’aprés le théoréme

de Dirichlet, la sériec de Fourier de 8 converge (uniformément) vers 6. Ce qui
donne pour t € [-m,+m] :
2 k . . 2 ©
t2 - 1;_ £ T 2(-;) (exkt + e-lkt) _ 1_;_ N (-l)k 4 ca<2> kt )
=1k k=1 k
o (_1)k+1 nz © n2
On a donc pour t=O:Z——2—=T§,pourt=n:Z—2-=6—
k=1 k k=1 k
+T 4

03]
De plus la formule de Parseval donne : g— +2 ¥
k=

21 n4
dou : ¥y — =47 -
o1 k4 90

I.B.3. L’inégalité obtenue au L.B.l.ii) donne d’aprés le théoréme de Dirichlet

|f(x) - ;—n r fwdt]> = | £ c e
0 E;(—)oo
+00 . +00 2 2 4
orona |Y c(Me|’s [ » |ck(f)|] = (2.’6‘—).(%[2 | ()] *dt)
keo® keo® 0

dot : |f(x) - —;; r f(t)dt[2 = %r |f'(t)|2dt.
0

0

2
|

14
On a pour x € [-m,+u] : |e(x) - %EJ’Z 9(t)dt|2 = |x2 i 1;_|2
0

(" 2 4n’ 1 " 2 m [ 2
EJ’: le’(®)|"dt = -, d’ou |9(u)-ﬂjz a(t)dt | =3JZ |8’ ()] “dt.

(Complément: Soit ¢ de classe c! par morceaux, 2mn-périodique vérifiant :

o 2 m ,
il existe X tel que |<p(x0) - co(gp)l =3 CO(|§0 )
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d’apres 1.B.1.ii) on a alors :

= L || = ( ) 1—2] @K (o@D
k*0 k0 k k

ikXO
| L cloe
k*0

de la premiére égalité on déduit I’existence d’un réel o tel que
ikx .
ck(go)e o ,ck(w)[em pour k # 0 ;

de la deuxiéme égalité on déduit I'existence d’un réel p tel que :

K*lc@]® =2 pour k= 0.
k k2

W 1 ik R -ik(x )
Donc pour k#0 on a : ¢ (@) = poaloc — e =P c (8).e
k k2 2 k
Les fonctions ¢ vérifiant I’égalité sont donc de la forme :
o(t) = A6t + to) + M 2AeC, peC, toelR.)

IL.A.1. Soit a>0. Deés que [n| > 2 ona | g(x+2mn)| = M = M

2n « a

| x+ 2mn| (2n| n-a)
+00
pour X e [-a,+a], ceci montre la convergence normale de Y |&(x+2mn)| sur
n= -0
Pintervalle [-a,+a], la suite (GN)N>0 est donc uniformément convergente
sur les intervalles bornés.
II.A.2. Le raisonnement précédent appliqué a lg’ (x+21m)] montre la
convergence uniforme de (GI:I)N>0 sur les intervalles bornés. Donc G  est de
+00
classe C! et G'(x) = ¥ g'(x+2mn). La périodicité de G est évidente.
n=-m
II.A.3. L’inégalité | g(t)e'ikt] = - pour  t#0, montre la convergence en
[t

+o et - des intégrales. La convergence uniforme de (GN)N>0 vers G sur

[0,2n] donne :

1 n ikt +N " ikt
c.(G) = Lim *J G (0™ dt = tim ¥ r g(t+2nm)e X gt
k 2n 0 N

N-o Now k=-N Y0
+N (n+Dr iku {N+D)r -iku
d’ou: ck(G)=2Lm ¥ g(u)e du = Iii.mjZ g(u)e du
N> n=-N Y2nr N->w Y -2Nn
+00 .
donc: ck(G)= g(u)e'lkudu.
-00

+00

D’aprés le théoréme de Dirichlet on a G0) =% ck(G), d’ou I’égalité cher-
-0 .

chée.

II.Ad4. La fonction g définie par g(u) = h(;—:i) est de classe c! et vérifie

la condition (R), or :
2in
+00 +00 - — kt

2t Y g2nm) =2t ¥ h(nA) et j he *

n= -0 n=-0 -0

+00 .
dt = f_" J gwe ™ du,
-00
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2in
+00 +00 400 i kt
donc: A T h@m)= ¥ I h(t)e dt.
=-00 -00

n= -0

I1.B.1. Le passage en coordonnées polaires donne :

( 2 2
J et )dxdy =2n J
D(r) 0

r 2 i 2
e? pdp = n(l-e" ).

2 2
Pour 0 on a : D@ c Ar) ¢ D(v2), la fonction (x,y) — X *Y)

est positive donc :

-r2 -(x2+y2)
n(l-e )= e dxdy =
D(r)

2 2 2 2 2
¢ ® Y gxdy sj e ® *Y axdy =n(1-e > )
A(r)

DaV?2)

< 2 2) +T 2 5

Or par intégrations successives on a : ‘[ e X ix dy = [J e dx]”.
A(r) -

I1.B.2.i) D’aprés B.1 on a F(0) = Vx.

L2
La fonction f(x,y) = e'(XHY) est continue, dérivable en y et
2

% x,y) = -2i(x+iy)e'(x+iy) est continue sur Rz. Donc pour tout n la
fonction Fn est de classe C1 et
+N . )2 s )2 +00
F'(y) = J. 2ix+iy)e Y dx = i[e Gy ]_m , C’est-a-dire :
-n
2 2 . . 2 2
F;(y) =ie " [e'21ny - ezmy] =¢ e sin ny.
2 -n2
La majoration (pour |y| = a) : |F;1 | = e® e™ et la convergence de Fn(O)

vers V@ montrent que (F;1 )n>0 converge uniformément vers 0 sur [-a,+a] et que
(Fn)n> 0 converge (uniformément) sur [-a,+a]. La fonction F est donc de

classe C et F = 0.

ji) Ona F’ =0 donc F(y) = F(0) = vr pour tout Yy, c’est-a-dire :

+00 x2 2ix 2
I eX e dx=vr e’ .

~00

I1.B.3. La fonction h(x) = e est de classe C1 et vérifie la condition (R)

de II.A, donc d’aprés I’égalité obtenue en II.A.4 pour a = a/m on a :

T .2
s 22 aw 0 2 -2ia—“xk +00 K
aym § e =2Jee dx=Y Vae®
k=-o k=-00 ¥ -0 k= -0
2
nk
+00 na2k2 1 +00 a2
d’ou Y e =— ) e
a
k=-00 =-0
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2 2
II.B.4. En posant fk(x) = e'nk X on a fl((p)(x) = (-1tk2)p e'"k x, et pour
2
tout >0 on a |fl((p)(x)| < qPiP ek E pour X € [g,+o[. Or pour tout entier
2 - k2
peN la série ¥ kP e™ " converge, d’ou la convergence uniforme sur
k=0

o0
[e,+o[ des séries ¥ fl((p). ¥ est donc de classe C”.

k=g° k2 k2 kx
Ona ¥x)-1=2 7 e et e X< e™ donc :
k=1 [+4] -nX
suxl=2y e™=222 _-_2  (@ou tim ¥X) = 1.
k=1 1-e ™ e™*-1 X->0
L’égalité obtenue au II.B.3 pour a = vX donne ¥(x) = L \I/(il-), d’ou :
vX
\I/(x)-l—=1—(\11(%)-1) et par suite:OS\Il(x)-l—Sl— ‘/’)‘ ,
vX VX Vi VX e

VX = 0.

il suffit pour conclure de remarquer que £im
X
X>+00 € -1

ITI.A.1. En posant f(u) = ¢n(l+u) on a f(p)(u) = (_1)9'1 (p-D!

, donc la
(1+u)?
formule de Taylor donne pour u dans [0,1] :
N+l N+l
n+l u u N+l); _u
|en(1+u) - DE D | = N+DT sup] It( | = N3 1
N n-1 N
o An(1+4u) nel 0" - u <
Sur [0,1] on a : l—u - n¥1 (-1 - | = N+ = Nel°
par convergence uniforme on a donc :
1En(1+u) - nel (Pt P
j W qu= 7D J — =T (daprés LB.2).
0 n=1 0
1
III.A.2. On a J ) g, J 2”(1“) Lat, dou :
1
|nI en(1+t )dt'J Md u| = J Bn(l+t)|l-%|dtsn_[ tn.l—;t .dt
0
donc: |nJ en(1+Mdt - J ) gy < L
n+1
' en(1+u) n’
Pour a=0 on a donc &im n I tn(1+tYdt = J W g = T et si 0saxl
n->o
o an+1
on a n J n(1+t™)dt = n J t" dt = n | qui tend vers 0 quand n — .
0 0
2
Dot ¢im n I tn(LstMde - T ;
n->w
I11.A.3. Si f(1) = 0, pour tout e>0, il existe a € [o,lf tel que ¢

|f(t)| = € pour tout t e [oc’ 1}. D’ou :

|vn| = sup [f(t)|.n J n(1+tNdt + e.n I tn(1+t")dt pour tout n,
e, 1]
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1
en posant M = sup [f(t)] et M’ =sup n J. en(1+tMdt on a donc :
0

[e, 1} n

o n+l

|v | = Min ——— + €M’ pour tout entier n.
n n+l

Soit alors n, tel que ™ e pour n = n, on a : |Vn[ < ¢(M+M’)
n=zn donc Limv = 0.
0 n
n>o 1
Dans le cas général on a donc : &im I n(f(t)-f(l))lln(1+tn)dt = 0, donc
Do Ta
n2
Lim V=13 f(1) d’aprés A.2.
n->0
b bn+1
III.B.1. On a : |an | = n® sup | f(t)| ‘[ t"dt = sup |f(t) | nP. i
" [a, b] a (a, b]

b<l donc &im ann = 0.

1 n-1 n 1
IIL.B.2. I U tftydt = [%‘_l .tf(t)] J'
a l+tn a

1

n
E‘% B+ ®)dt.

a

n n+l n
Or IEn(l+a) af(a) = an |fa)|, donc _Z_Q(rll*'_a) af(a) = 0(1—2), et d’aprés
n
1 n ’ 2
En(l+t ) (f(t)+tfl (t))dt - M E—— + 0(1—), d’Ofl le résultat.
" n 2 12 2
a n n
I11.B.3. Pour a=1 on a :
1 1 1 1
b n /b n f(ﬁ) lVa 2 f(ﬁ)
t f(t) d u du u
—— 2 dt = - i ~E = . du
a 14t" 1Va 1 +— u b 1 +u
u
nl 1
b o) va | /a9 F Q)
donc: J — dt= I =) f(ﬁ)du - J — du
a l+t" /b u /b l+u"
1/a

b u"g(u) 1 1
d’ou : In = J f(t)dt - J. U EW qu  avec g(u) = - f(ﬁ)'
a u

/b 1+u”

On en déduit donc, d’aprés III.B.2, I’expression cherchée avec :

A=pu=0 si a>l, et si a=l A= -g(Din 2 =-f(1)n 2
w? w’
u =T e’ () = - T3 GO+ (D).

D’oll pour a<l<b , en écrivant In sous la forme:

In=f

1

n b .n
t (1) dt+J t—f—(—tzdt, on a:

a 1+t" 1 1+tn
f()en 2 KO+ () o2 (O f(hen 2 n° 1
= 22 2 D, J finde - TE 2T (it (1) + o)
n 1 n
50
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b 2
. _ n” (f(1)+f (1) 1
soit In = I f(t)dt - ' [———2 ] + o(—z).
1 n n
I11.B.4.Si <1, on a :

v 4 t v nt r'e t
j e dt=e”-1-J' te ,d’oﬁ:J. e dt=e7-1+o(-1—2)

0 1+t" . 0 I1+t" 0 1+t" n

Si =1 on a: J ° - dt = e-1- (e 2:: Z e_2 1—6[—) + o(%), et pour >1 :
0 I+t n n
v t 2
e 7 ¥ e 1, _ e m 1
— dt = e’-1 -(e¢’-1-(e-1) - - 3—) + o(——2) = e-] + 3 * o(—2-).

0 I+t n n n

t
IT11.B.5. L’application F (x)= r _® _dt croit strictement de 0 a +0, d’ou
n 0 1+t"
Iexistence de X par continuité de Fn.
X

noGt Ln(l+a) . 2n(l+e) ol
On a : J — dt =« =J e dt > -[ —— dt, donc x >n(l+a) = ¥
0 1+t" 0 0 1+t" n

pour tout n.

+ Si a<e-1, alors « = e’-1 avec y<l. Pour tout € € ]0,1-y[, d’aprés B.4
il existe un entier n tel que pour nzno on a :
nt t

T+E
J L gt =¢-1c< J _®_ dt. Donc y<X <y+€ pour nzn , ainsi
n n n 0
0 1+t 0 1+t

&'m(xn) =y = In(l+a).

+ Si a>e-1, alors quel que soit A>1 il existe n, tel que pour nzn

X
n t t

j € dt=a>| -S— dt (¢ B.4 cas Asl)
0o 1+t" o 1+t"

donc x“>A pour nzn et !Lim(xn) = 400,

+« Si o=e-1, on a toujours xn > n(l+a) = 1, et si y>1 on a:

X
n t ¥ t 2

e e e m 1
I L P R A P I Y
0o 1+t" 0 1+t" n2 3 n2

donc X = y & partir d’un rang n, d’ou l:im(xn) = 1.

51



