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Synthèse de Fourier

Retrouver une fonction à partir d’une

connaissance partielle et approchée de

sa transformée de Fourier.
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Exemple 1: séries de Fourier

f ∈ L2(Ca) où Ca := [−a/2, a/2]d
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Exemple 1: séries de Fourier

f ∈ L2(Ca) où Ca := [−a/2, a/2]d
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Acquisitions standard:
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Exemple 3: IRM

Acquisitions non-cartésiennes et lacunaires :
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Extrapolation de Fourier

SoientV etW deux sous-ensembles deRp. On suppose
queV est borné et queW est d’intérieur non vide.
Retrouverf0 ∈ L2(V ) à partir de la connaissance de sa
transformée de Fourier surW .
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Opérateur de Fourier Tronqué:

TW : L2(V ) −→ L2(W )

f 7−→ TWf := 1W f̂ = 1WUf.
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Propriétés deTW

(TWf)(ξ) =

∫

Rd

e−2iπ〈x,ξ〉
1V (x)1W (ξ)

︸ ︷︷ ︸
f(x) dx.

α(x, ξ)∈ L2(Rd ×R
d)
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→֒ TW est deHilbert-Schmidt

Proposition La transformée de Fourier d’une fonction à
support compact est entière analytique.
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Donc,T ⋆
WTW estcompact, injectif, hermitien, positif.

→֒ T−1
W : ran TW → L2(V ) est non borné

→֒ ran TW n’est pas fermé

→֒ T+
W est non borné etD(T+

W )(L2(W )

D(T+
W ) est un sous-espace dense deL2(W )

Conclusion Le problème d’extrapolation de Fourier est
mal posé.
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Exemples

TCβ = ΦβT avec Cβ := U−1φ̂βU

T = TW
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Exemples

TCβ = ΦβT avec Cβ := U−1φ̂βU
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Exemples

TCβ = ΦβT avec Cβ := U−1φ̂βU

T = R, opérateur de Radon

(Rf)(θ, s) =

∫

f(x)δ(s − 〈θ,x〉) dx

R(f1 ∗ f2) = Rf1 ⊛ Rf2

⊛ convolution selons

→֒ TCβf = T (φβ ∗ f) = Tφβ ⊛ Tf

Φβ = (g 7→ Tφβ ⊛ g)
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∫

Rd |1 − φ̂β |
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Lemme 〈·, ·〉β est un produit hermitien qui fait de
L2(V ) un espace de Hilbert. La norme correspondante
‖ · ‖β est équivalente à‖ · ‖L2(V ).

Proposition Soitα, β > 0 fixé. Alors(Pα,β) admet une
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+
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s.c. f ∈ L2(V )

fα,β = (T#
WTW + αI)−1T#

W (φ̂βg)

T#
W : adjoint deTW par rapportà 〈·, ·〉β

La conclusion découle de la théorie de Tikhonov et de la
continuité de la multiplicationg 7→ φ̂βg.
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Théorème Soitβ > 0 fixé et soitg ∈ D(T+
W ).

(i) Si φ̂βg ∈ D(T+
W ), alorsfα,β → T+

W (φ̂βg) lorsque
α ↓ 0.

(ii) Si φ̂βg /∈ D(T+
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α ↓ 0.
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W g) ⊆ V .

– p. 21/36



Approximation de T+
W : β ↓ 0

– p. 22/36



Approximation de T+
W : β ↓ 0

Théorème Supposons que

α > 0 (fixé)

– p. 22/36



Approximation de T+
W : β ↓ 0
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Théorème Supposons que

α > 0 (fixé)

φ ∈ L1(Rd) avec
∫

φ(x) dx = 1 (i.e. φ̂(0) = 1)

|1 − φ̂(ξ)| ∼ξ→0 K‖ξ‖s pourK, s > 0
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Si g ∈ TW (L2(V ) ∩ Hs(Rd)), alorsfα,β → T+
W g
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lim
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∫
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⇒ (fn) précompacte
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Etape 1:
(
fα,β

)

β∈(0,1]
estbornée

Etape 2:
(
fα,β

)

β∈(0,1]
converge faiblement versT+

W g

βn ↓ 0, fn := fα,βn

∃(fnk
) ⇀ T+

W g

Etape 3:La convergence est en fait forte

(fn) est bornée (étape 1)

V borné →֒ lim
R→∞

sup
n

∫

‖x‖>R

|fn(x)|2 dx = 0

supn ‖Thfn − fn‖ → 0 lorsque‖h‖ → 0
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∥ξ

∥
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∣
∣
∣1 − φ̂(ξ)

∣
∣
∣ ∼ξ→0

∥
∥ξ

∥
∥s

∀ξ ∈ R
d \ {0}, φ̂(ξ) 6= 1

φ̂ : ξ 7→ exp
(
−‖ξ‖s

)
, s ∈ [0, 2]
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∣
∣
∣1 − φ̂(ξ)

∣
∣
∣ ∼ξ→0

∥
∥ξ

∥
∥s

∀ξ ∈ R
d \ {0}, φ̂(ξ) 6= 1

φ̂ : ξ 7→ exp
(
−‖ξ‖s

)
, s ∈ [0, 2]

φ : x 7→ U−1 exp
(
−‖ · ‖s

)
(x)
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Exemples: noyaux de Lévy

∣
∣
∣1 − φ̂(ξ)

∣
∣
∣ ∼ξ→0

∥
∥ξ

∥
∥s

∀ξ ∈ R
d \ {0}, φ̂(ξ) 6= 1

φ̂ : ξ 7→ exp
(
−‖ξ‖s

)
, s ∈ [0, 2]

φ : x 7→ U−1 exp
(
−‖ · ‖s

)
(x)

→֒ φ est positive, isotrope, radialement décroissante,C∞
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Exemples: noyaux de Lévy
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Exemples: noyaux de Lévy
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Approche alternative

Equation mal-posée: Tf0 = g avec: T : F → G
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Equation mal-posée: Tf0 = g avec: T : F → G

f0 = Cβf0 + (I − Cβ)f0

oùCβ approcheI lorsqueβ ↓ 0

Supposons qu’il n’existe pas d’opérateurΦβ : G → G

tel queTCβ = ΦβT

(Q)

∣
∣
∣
∣
∣

Minimiser X 7→ ‖TCβ − XT ‖

s.c. X ∈ L(G)
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T : L2(V ) → G, G espace de Hilbert
Cβ convolution parφβ
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Approche alternative

T : L2(V ) → G, G espace de Hilbert
Cβ convolution parφβ

(Pβ)Minimiser
1

2

∥
∥Φβg − Tf

∥
∥2

G
+

α

2

∥
∥(I − Cβ)f

∥
∥2

F

(Q)

∣
∣
∣
∣
∣

Minimiser X 7→ ‖TCβ − XT ‖

s.c. X ∈ L(G)
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Approche alternative

T : L2(V ) → G, G espace de Hilbert
Cβ convolution parφβ

(Pβ)Minimiser
1

2

∥
∥Φβg − Tf

∥
∥2

G
+

α

2

∥
∥(I − Cβ)f

∥
∥2

F

(Q)

∣
∣
∣
∣
∣

Minimiser X 7→ ‖TCβ − XT ‖

s.c. X ∈ L(G)

Proposition Si TCβT
+ est borné, alorsTCβT

+

résout(Q). La solution de(Pβ) est alors donnée par

fβ =
(
T ♯T + αI

)−1
T ♯TCβT

+g.
– p. 27/36



Remarques

1) Le problème(Q) est mal posé. Toutefois, le second
membreTCβ n’est pas sujet à perturbation. On peut
utiliser l’algorithme proximal.
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Remarques

1) Le problème(Q) est mal posé. Toutefois, le second
membreTCβ n’est pas sujet à perturbation. On peut
utiliser l’algorithme proximal.

2) Le théorème de convergence (lorsqueβ ↓ 0) reste
valide dans ce contexte élargi.

3) Etude numérique en cours.

4) Il semble intéressant de considérer, pourCβ, d’autres
opérateurs.
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Formulation en dimension finie

(P )

∣
∣
∣
∣
∣
∣

Minimiser
1

2

∥
∥g − T f

∥
∥2

Cm +
α

2

∥
∥Hf

∥
∥2

Cmr

s.c. f ∈ Rn

– p. 29/36



Formulation en dimension finie

(P )

∣
∣
∣
∣
∣
∣

Minimiser
1

2

∥
∥g − T f

∥
∥2

Cm +
α

2

∥
∥Hf

∥
∥2

Cmr

s.c. f ∈ Rn

gk ≃ f̂0(ξk) =

∫

V

e−2iπ〈x,ξk〉f0(x) dx, k = 1, . . . , m
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Formulation en dimension finie

(P )

∣
∣
∣
∣
∣
∣

Minimiser
1

2

∥
∥g − T f

∥
∥2

Cm +
α

2

∥
∥Hf

∥
∥2

Cmr

s.c. f ∈ Rn

Les composantes def ∈ Rn (ouCn) sont les
coordonnées de l’approximation def dans le
sous-espace de dimension finie engendré par une famille
defonctions d’interpolation{e1, . . . , en}.
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Formulation en dimension finie

(P )

∣
∣
∣
∣
∣
∣

Minimiser
1

2

∥
∥g − T f

∥
∥2

Cm +
α

2

∥
∥Hf

∥
∥2

Cmr

s.c. f ∈ Rn

T ∈ Mm×n(C) est la matrice dont le coefficient(j, k) est
la transformée de Fourier deek enξj
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Formulation en dimension finie

(P )

∣
∣
∣
∣
∣
∣

Minimiser
1

2

∥
∥g − T f

∥
∥2

Cm +
α

2

∥
∥Hf

∥
∥2

Cmr

s.c. f ∈ Rn

H ∈ Mmr×n(C) est définie de la même manière, avecξj

remplacé parpoints d’́echantillonnage de régularisation.
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Formulation en dimension finie

Problème générique:

Minimiser Φ(f) − Ψ(T f) avec

∣
∣
∣
∣

Φ convexe
Ψ concave
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Formulation en dimension finie

Problème générique:

Minimiser Φ(f) − Ψ(T f) avec

∣
∣
∣
∣

Φ convexe
Ψ concave

Dualité de Fenchel:

inf
f∈Rn

{Φ(f) − Ψ(T f)} = max
λ∈Rm

{Ψ⋆(λ) − Φ⋆(T ⋆λ)}

Relation Primale-duale:

f̄ = ∇Φ⋆(T ⋆λ̄)
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Dimension semi-infinie

(P)

∣
∣
∣
∣
∣
∣

Minimiser
1

2α

∥
∥g − T f

∥
∥2

Cm +
1

2

∥
∥TWβ

f
∥
∥2

L2(Wβ)

s.c. f ∈ L2(V )
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Dimension semi-infinie

(P)

∣
∣
∣
∣
∣
∣

Minimiser
1

2α

∥
∥g − T f

∥
∥2

Cm +
1

2

∥
∥TWβ

f
∥
∥2

L2(Wβ)

s.c. f ∈ L2(V )

(T f)k :=

∫

V

e−2iπ〈x,ξk〉f(x) dx, k = 1, . . . , m;
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Dimension semi-infinie

(P)

∣
∣
∣
∣
∣
∣

Minimiser
1

2α

∥
∥g − T f

∥
∥2

Cm +
1

2

∥
∥TWβ

f
∥
∥2

L2(Wβ)

s.c. f ∈ L2(V )

(T f)k :=

∫

V

e−2iπ〈x,ξk〉f(x) dx, k = 1, . . . , m;

(T ⋆λ)(x) = 1V (x)
m∑

k=1

gke
−2iπ〈x,ξk〉
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Dimension semi-infinie

(P)

∣
∣
∣
∣
∣
∣

Minimiser
1

2α

∥
∥g − T f

∥
∥2

Cm +
1

2

∥
∥TWβ

f
∥
∥2

L2(Wβ)

s.c. f ∈ L2(V )

(T f)k :=

∫

V

e−2iπ〈x,ξk〉f(x) dx, k = 1, . . . , m;

(T ⋆λ)(x) = 1V (x)
m∑

k=1

gke
−2iπ〈x,ξk〉

TWβ
f = 1Wβ

Uf
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Conjugaison: réelle/complexe

Φ⋆(ξ) := sup
x
{〈ξ, x〉 − Φ(x)} (convexe)

Ψ⋆(ξ) := inf
x
{〈ξ, x〉 − Ψ(x)} (concave)
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Conjugaison: réelle/complexe

Φ⋆(ξ) := sup
x
{〈ξ, x〉 − Φ(x)} (convexe)

Ψ⋆(ξ) := inf
x
{〈ξ, x〉 − Ψ(x)} (concave)

Cas complexe:

Φ⋆(ξ) := sup
x
{Re〈ξ, x〉 − Φ(x)} (convexe)

Ψ⋆(ξ) := inf
x
{Re〈ξ, x〉 − Ψ(x)} (concave)
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Dualité (version complexe)

Théorème
X espace de Hilbert complexe
(de produit hermitien〈·, ·〉)
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Dualité (version complexe)

Théorème
X espace de Hilbert complexe
(de produit hermitien〈·, ·〉)

T : X → Cm application linéaire d’adjointT ⋆

Φ: X → (−∞,∞] convexe propre

Ψ: Cm → [−∞,∞) concave propre

Sous une certaine condition de qualification,

inf
x∈X

{Φ(x)−Ψ(T x)} = max
λ∈Cm

{D(λ) := Ψ⋆(λ)−Φ⋆(T ⋆λ)}.
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Problèmes primal et dual

(P)

∣
∣
∣
∣
∣
∣

Minimiser
1

2α

∥
∥g − T f

∥
∥2

Cm +
1

2

∥
∥TWβ

f
∥
∥2

L2(Wβ)

s.c. f ∈ L2(V )
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Problèmes primal et dual

(P)

∣
∣
∣
∣
∣
∣

Minimiser
1

2α

∥
∥g − T f

∥
∥2

Cm +
1

2

∥
∥TWβ

f
∥
∥2

L2(Wβ)

s.c. f ∈ L2(V )

Φ(f) :=
1

2

∥
∥TWβ

f
∥
∥2

L2(Wβ)
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Problèmes primal et dual

(P)

∣
∣
∣
∣
∣
∣

Minimiser
1

2α

∥
∥g − T f

∥
∥2

Cm +
1

2

∥
∥TWβ

f
∥
∥2

L2(Wβ)

s.c. f ∈ L2(V )

Φ(f) :=
1

2

∥
∥TWβ

f
∥
∥2

L2(Wβ)

(D)

∣
∣
∣
∣
∣

Maximiser D(λ) := Re 〈g, λ〉 −
α

2
‖λ‖2 − Φ⋆(T ⋆λ)

s.c. λ ∈ Cd
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Relation primale-duale

Si λ̄ maximise la fonction duale, alors̄x := Φ⋆′(T ⋆λ̄) est
solution du problème primal.
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Relation primale-duale

Si λ̄ maximise la fonction duale, alors̄x := Φ⋆′(T ⋆λ̄) est
solution du problème primal.

Φ(f) =
1

2

∥
∥TWβ

f
∥
∥2

L2(Wβ)
→֒ Φ⋆(ϕ) =

1

2

∥
∥
∥(T ⋆

Wβ
)−1ϕ

∥
∥
∥

2

L2(Wβ)
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Relation primale-duale

Si λ̄ maximise la fonction duale, alors̄x := Φ⋆′(T ⋆λ̄) est
solution du problème primal.

Φ(f) =
1

2

∥
∥TWβ

f
∥
∥2

L2(Wβ)
→֒ Φ⋆(ϕ) =

1

2

∥
∥
∥(T ⋆

Wβ
)−1ϕ

∥
∥
∥

2

L2(Wβ)

Φ⋆′(ϕ) = (T ⋆
Wβ

TWβ
)−1ϕ
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Relation primale-duale

Si λ̄ maximise la fonction duale, alors̄x := Φ⋆′(T ⋆λ̄) est
solution du problème primal.

Φ(f) =
1

2

∥
∥TWβ

f
∥
∥2

L2(Wβ)
→֒ Φ⋆(ϕ) =

1

2

∥
∥
∥(T ⋆

Wβ
)−1ϕ

∥
∥
∥

2

L2(Wβ)

Φ⋆′(ϕ) = (T ⋆
Wβ

TWβ
)−1ϕ

(T ⋆
Wβ

TWβ
)−1 =

∞∑

k=0

(I − T ⋆
Wβ

TWβ
)k =

∞∑

k=0

(T ⋆
B1/β

TB1/β
)k
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Calculs deD(λ) et∇D(λ)

D(λ) = Re
〈
g , λ

〉
−

α

2
‖λ‖2 −

1

2

∞∑

k=0

〈

T (T ⋆
B1/β

TB1/β
)kT ⋆λ , λ

〉
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Calculs deD(λ) et∇D(λ)

D(λ) = Re
〈
g , λ

〉
−

α

2
‖λ‖2 −

1

2

∞∑

k=0

〈

T (T ⋆
B1/β

TB1/β
)kT ⋆λ , λ

〉

∇D(λ) = g − αλ − T

∞∑

k=0

(T ⋆
B1/β

TB1/β
)kT ⋆λ
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Calculs deD(λ) et∇D(λ)

D(λ) = Re
〈
g , λ

〉
−

α

2
‖λ‖2 −

1

2

∞∑

k=0

〈

T (T ⋆
B1/β

TB1/β
)kT ⋆λ , λ

〉

∇D(λ) = g − αλ − T

∞∑

k=0

(T ⋆
B1/β

TB1/β
)kT ⋆λ

f̄ = Φ⋆′(T ⋆λ̄) =
∞∑

k=0

(T ⋆
B1/β

TB1/β
)kT ⋆λ̄
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