mes Journées Franco-Chiliennes
d’'Optimisation

Sur la régularisation par




Opéerateurs de Fourier tronques et mollification

Analyse asymptotique (avec N. Alibaud et Y.
Saesor)

Extension (avec X. Bonnefond et A. Rondepierre)
Echantillonnage et dualité (avec D. Wallach)
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Retrouver une fonction a partir d'une
connaissance partielle et approchee de
sa transformée de Fourier.
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ple 1: séries de Fourier

feL*C,) ou C,:=[-a/2,a/2]"
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e =3 j (5) sinc 7a (e . 5)
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d’ouverture

ese

synth

Exemple 2
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le dAndromede



ple 3: IRM

Sitions standard:



Exemple 3: IRM

Acquisitions non-cartésiennes et lacunaires :

\

a = P
s T T T LTI
la]
ot
e
"-
Hh===

Hi
s [ ]]
3
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polation de Fourier




EXtrapolation de Fourier

Solentl” et W deux sous-ensembles 8. On suppose
guel/ est borné et qul@’ est d’intérieur non vide.

Retrouverf, € L*(V) a partir de la connaissance de sa
transformée de Fourier sty
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SolentV etV deux sous-ensembles &&. On suppose
guel/ est borné et qul@’ est d’intérieur non vide.
Retrouverf, € L*(V) a partir de la connaissance de sa
transformée de Fourier st .

A. LANNES, S. ROQUEsand M.-J. QASANOVE,

Stabilized reconstruction in signal and image processing;
Part |: partial deconvolution an spectral extrapolation
with limited field J. Mod. Opt.34, pp. 161-226, 1987.
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EXtrapolation de Fourier

SolentV etV deux sous-ensembles &&. On suppose
guel/ est borné et qul@’ est d’intérieur non vide.

Retrouverf, € L*(V) a partir de la connaissance de sa
transformée de Fourier sty

A. LANNES, S. ROQUEsand M.-J. QASANOVE,

Stabilized reconstruction in signal and image processing;
Part |: partial deconvolution an spectral extrapolation
with limited field J. Mod. Opt.34, pp. 161-226, 1987.

Opérateur de Fourier Tron@
Tw: L*(V) — L*(W)
fo— Iwf=1wf=1yU/.
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Ietés dely




Ietés dely

2 1)(E) = /}R 2O ()14 (€) f() da.

| e/
oz, &) € L*(R? x RY)

— Ty est deHilbert-Schmidt



Proprietés de’lyy

(T 1)(€) = / e 2T (o) Ly () f () da.

R N————————
oz, &) € L*(R* x RY)

— Ty estde

Proposition La transformée de Fourier d’'une fonction a
support compact est entiere analytique.
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Proprietés de’lyy

(B 1)) = [ 9y (@) l(€) S (o) de
oz, &) € L*(RY x RY)

— Ty estde

Proposition La transformée de Fourier d’'une fonction a
support compact est entiere analytique.

— Ty est

—p.9/36



I 1Ty, estcompactinjectif, hermitien, positif.



I 1Ty, estcompactinjectif, hermitien, positif.

o ran Ty — L2(V) est non borné




Donc, 1y, 1, est , , hermitien, positif.
— Ty': ranTy — L*(V) est non borné

— ran Ty n'est pas fermé
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Donc, 1y, 1, est , , hermitien, positif.
— Ty': ranTy — L*(V) est non borné

<— ran Ty n'est pas fermé

— Ty, estnon borné eb(T ) L*(W)

D(T3) est un sous-espace denseldéell)
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Donc, 17,1y, est ) , hermitien, positif.
— Ty': ranTy — L*(V) est non borné
<— ran Ty n'est pas fermé
— Ty, estnon borné eb(T ) L*(W)
D(T3) est un sous-espace denseldéell)

Conclusion Le probleme d’extrapolation de Fourier est
mal posé.

—p. 10/36



o géneral

ation mal-posée T'fy=¢g avec: T: F — (G



Cadre géneéeral

Equation mal-posée T f, =g avec: T: F — G

Minimiser %Hg—TfH2+ H(f)
S.C. feF
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Cadre géneéeral

Equation mal-posée T f, =g avec: T: F — G

Minimiser %Hg—TfH2+ H(f)
S.C. feF

Principaux enjeux
Bien-position
Comportement asymptotique ( 0)
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ation mal-posée T'fy=¢g avec: T: F — (G



yche alternative

ation mal-posée T'fy=¢g avec: T: F — (G

fo=Csfo+ (I — Cs)fo
ou C'3 approchd lorsques | 0



Approche alternative

Equation mal-posée T f,=¢g avec: T: F — G

Jo = + (L = Cp)fo
ou C'sz approchd lorsques | 0

Supposons qu’il existe un operatekls: G — G tel que
TCs = ®3T
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Equation mal-posée T f,=¢g avec: T: F — G

Jo = + (L = Cp)fo
ou C'sz approchd lorsques | 0

Supposons qu’il existe un operatekls: G — G tel que
TCs = ®3T
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Approche alternative

Equation mal-posée T f, =g avec: T: F — G

Jo = + (L = Cp)fo
ou C'3 approchd lorsques | 0

Supposons qu’il existe un operatekls: G — G tel que
TCs = ®3T

Tf() ~ g I = (I)ﬁTfQ ~ (I)gg

. . 1
Minimiser | @ ~Tf||;. + > (7= Co)f ||
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Ipaux enjeux
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Ipaux enjeux

o 1
miser — || @9~ Tf |[¢+ 5 | (1 = Co)f|I7

Bien position



Principaux enjeux

. 1
Minimiser 5 HCD@g—TfHéJr 5 H (L — Cﬁ)fH?r

Bien position

Comportement asymptotique (| 0 et/ous | 0)
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ples

TCg = (I)gT avecC Cﬁ = U_légU

T =Ty
TCs = Ly UU ' psU = ¢slywlU = dsT

Dy = (g ¢39)



ples

TCg = (I)gT avecC Cﬁ = U_légU

T = K = U 'kU, convolution park
— TCg — CﬁT
®g = Cp



ExXemples

TCys = ®3T avec Cy:= U l¢gU
T = R, opérateur de Radon

(Rf)(8, s) = /f x)) dx

R(fi* f2) = Rfi ® Rfs
® convolution selors

TCsf =T(pp*[f)=Tog®Tf
®g = (g+— Tos® g)

—p. 14/36



larisation deTyy fo = ¢




larisation deTyy fo = ¢

1y : o H A H2
- _ — || (1=
ISer 5 H ¢ﬁg Tw f HLQ(W) T 9 ( ¢ﬁ)f L2(R4)

s.t. fe L?(V)



Regularisation deTyy fy = ¢

ey

1 + o] a-a0f||

Minimiser 5
s.t. fe L*(V)

L2(R9)

Donnrees egulariges gz := ®3g = gggg
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Regularisation deTyy fy = ¢

o 2

Minimiser %Hg%gg—T fH2 +§H(1—<5ﬁ)f
s.t. fe L*(V)

L2(R9)

Donnrees egulariges gz := ®3g = gggg

A

Pp(x) = % (%) b5(€) = o(5¢)



position




position

on (f1 /o)1= Jgal1 = 0sPUAUf



Blen-position

Définition = [rall — $sPU AU f
Lemme est un produit hermitien qui fait de

L*(V) un espace de Hilbert. La norme correspondante
est équivalente @ - || z2(y).

. L - 2« |
Minimiser 6 ||¢5g—TWfH +§ H(1—¢5>fH

s.c. feL*V)
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Blen-position

Deéfinition = [rall — $sPU AU f

Lemme est un produit hermitien qui fait de

L*(V) un espace de Hilbert. La norme correspondante
est équivalente @ - |2y

Proposition Soita, G > 0 fixé. Alors (P, 3) admet une

unigue solutionyf,, s, qui depend continUment de

g€ L*(W).

N ~ |12
Minimiser —||gbﬁg TWfH + = 5 H 1—gb5)fH

s.c. felL*V)
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e

peut s’écrire:
1
2
s.c. felL*V)

A 2
Inimiser vsg — Tw f
L2(

87 2
i



Preuve

(P..3) peut s’écrire:

Minimiser - bsg — T [ Ty I
2 59 W L2(w) 2
s.c. feL*V)

fa’[g = (TWTW + Oé[>_1TW(ggﬁg)
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(P..3) peut s’écrire:

Minimiser - bsg — T f‘2 + = I
2 59 W L2(w) 2
s.c. feL*V)

fa’[g = (TWTW + Oé])_lTW(ggﬁg)

Ty,: adjoint deTy,, par rapporta
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(P..3) peut s'écrire:

Minimiser - bsg — T f‘2 + 2 7P
2 59 W L2(w) 2
s.c. feL*V)

fa’[g = (TWTW + Oé])_lTW(gggg)
Ty,: adjoint deTy,, par rapporta

La conclusion decoule de la theorie de Tikhonov et de la
continuité de la multiplication — ¢zg.

—p. 20/36
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ximation de Ti7: o | 0

N I 2
Minimiser 5quﬁg—TWfH

(Po,8)
s.c. feL*V)




ximation de Ti: « | 0

1 " 2
Minimiser = — 1 H
(PO,B) 5 Cbﬂg Wf

s.c. feL*V)

Unique solution;" (¢39)



Approximation de 7"

N Ly - 2
M — — 1

(P.s) Inimiser 5 GO39 WfH
s.c. felL*V)

Unique solutionT}; (¢39)
Theoreme Soits > 0 fixé et soitg € D(Ty;; ).

(i) Sipsg € D(T})"), alorsf, 3 — T (d39) lorsque
a | 0.

(i) Si ¢pg & D(Ty)"), alors|| fusllz2) — oo lorsque
a | 0.
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Approximation de 7"

N Ly - 2
M — — 1

(P, ,) Inimiser ; ®39 Wf“
s.c. felL*V)

Unique solutionT}; (¢39)

Proposition Supposons qué € L'(RY) est telle que)
est analytique, et soit > 0 fixé etg € D(T;;;). Alors, |l
y a équivalence entre:

() ¢s9 € D(Ti);
(ii) supp(¢s* Tjig) C V.

—p.21/36
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ximation de 7;7: G | 0

2me Supposons gue

> 0 (fixe)



ximation de 7;7: G | 0

2me Supposons gue
> 0 (fixe)

L' (R%) avec [ ¢(x) dz = 1 (i.e. ¢(0) = 1)



Approximation de 7;;-: 3 | 0
Theéoreme Supposons que
ma > 0 (fixé)
= ¢ € L'(RY) avec [ ¢(x)dz = 1 (i.e. $(0) = 1)

m 1 — P(€)| ~eo K||€]]° pourk, s > 0



Approximation de 7;;-: 3 | 0
Theéoreme Supposons que
ma > 0 (fixé)
= ¢ € L'(RY) avec [ ¢(x)dz = 1 (i.e. $(0) = 1)
# [1— $(€)| ~eo KI|€]|* pOUr K, s > 0

= V€ € R\ {0}, 9(€) # 1



Approximation de 7;;-: 3 | 0
Theéoreme Supposons que
ma > 0 (fixé)
= ¢ € L'(RY) avec [ ¢(x)dz = 1 (i.e. $(0) = 1)
# [1— $(€)| ~eo KI|€]|* pOUr K, s > 0

= Vg € R\ {0}, 9(¢) # 1

Sig € T,,,(L*(V) N H*(R%)), alors
lorsques | O.



I'ensemble de la preuve




I'ensemble de la preuve

1:(fa.8) ge (0.1 EStDOINEE
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I'ensemble de la preuve

1;( fa ﬁ) B2 estbornée
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I'ensemble de la preuve

1;( fa ﬁ) B2 estbornée
2(fa.8) e (0.1 CONVerge faiblement vefgy g

ﬂn l 0, fn c= fa,ﬁn
fur) = Ty g



\Vue d’ensemble de la preuve

( fa,ﬁ) 52l estbornée
(foz,ﬂ)ﬁe(o ; converge faiblement vefg; g

Bn l O! fn = faaﬁn
() — TVE/FQ

La convergence est en fait forte
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\Vue d’ensemble de la preuve

(fa,3) ge(0.] estbornée

(foz,ﬂ)ge(o ; converge faiblement vefg;'g
677, \l, 01 fn — faaﬁn

mS(f,) — TM_/FQ

La convergence est en fait forte

.
(fn) bornee

lim sup/ | fulz)]?dz =0
lz||>R

R—oco o

sup || 75, f,, — £ || — 0 lorsquel| || — 0

/

> = (f,) précompacte
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\Vue d’ensemble de la preuve

( fa,ﬁ) 52l estbornée
(foz,ﬂ)ﬁe(o ; converge faiblement vefg; g

Bn l O! fn = faaﬁn
() — TVE/FQ

La convergence est en fait forte

= (f,) estbornee (etape 1)
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\Vue d’ensemble de la preuve

( fa,ﬁ) 52l estbornée
(f@vﬁ)ﬁe(() ; converge faiblement vefg; g

Bn l O! fn = faaﬁn
() — TVE/FQ

La convergence est en fait forte

= (f,) estbornee (etape 1)

= V borné — lim sup/ | fou(2)]?dz = 0
|||>R

R—oo g
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\Vue d’ensemble de la preuve

( fa,ﬁ) 52l estbornée
(foz,ﬁ)ﬁe(o ; converge faiblement vefg; g

Bn l O! fn = faaﬁn
() — TVE/FQ

La convergence est en fait forte

= (f,) estbornee (etape 1)

= V borné — lim sup/ | fou(2)]?dz = 0
|||> R

R—oo g

u sup,, || Znfn — full — Olorsque|j || — 0
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A
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ples: noyaux de Lévy

11— (6| ~eo [1€1I

A

vE e RU\ {0}, (&) #1

O: € exp(—[l€]*), < 0.2



EXemples: noyaux de Lévy

|1 0(0)| ~eo €]
vE e RT\ {0}, o(¢) #1
b1 & — exp(—|¢]),
x> Ut exp(—| - [I°) (x)

— ¢ est positive, isotrope, radialement décroissante,



Point spread functions
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Cauchy filter (s=1) Filter for s=0.6

0 0.5 : 0 0.5
€ €

Cauchy kernel (s=1) Kernel for s=0.6
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yche alternative

ation mal-posée T'fy=¢g avec: T: F — (G

fo=Csfo+ (I — Cs)fo
ou C'3 approchd lorsques | 0



Approche alternative

Equation mal-posée T f,=¢g avec: T: F — G

Jo = + (L = Cp)fo
ou C'sz approchd lorsques | 0

Supposons qu’il n’existe pas d’operatéy: G — G
tel queT'Cy = 3T
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Approche alternative

Equation mal-posée T f,=¢g avec: T: F — G

fo = + (L — Cs)fo
ou C'sz approchd lorsques | 0
Supposons qu’il n’existe pas d’operatéy: G — G
tel quel'Cs = P37

Minimiser X — ||TCs — XT|

(Q) s.c. X € L(G)

—p. 26/36



yche alternative

T: L*(V) — G, G espace de Hilbert
('3 convolution parg



Approche alternative

T: L*(V) — G, G espace de Hilbert
('3 convolution paip

1
(Ps)Minimiser 5 | Djsg —TfH?;+ 5 | (1 - Cﬁ)f‘ﬁr

Minimiser X — ||TCs — XT|

(Q) s.c. X € L(G)
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Approche alternative

T: L*(V) — G, G espace de Hilbert

('3 convolution paip

1
(Ps)Minimiser 5 | Djsg —TfH?pL 5 | (1 - Cﬁ)f‘ﬁv

(Q)

Minimiser X — ||TCs — XT|
s.c. X € L(G)

Proposition SITCT™ est borné, alor§'Cz T
resout(Q). La solution dgP3) est alors donnee par

fo = (T°T + o) "T*TCyTg.

—p.27/36



1) Le problemg Q) est mal posé. Toutefois, le second
membrel’C'; n'est pas sujet a perturbation. On peut
utiliser I'algorithme proximal.
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1) Le problemg Q) est mal posé. Toutefois, le second
membrel’C'; n'est pas sujet a perturbation. On peut
utiliser I'algorithme proximal.

2) Le théoreme de convergence (lorsguge 0) reste
valide dans ce contexte élarqgi.

3) Etude numeérigue en cours.

4) Il semble intéressant de consideérer, poyy d’autres
opérateurs.
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ulation en dimension finie

S 1 e
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ulation en dimension finie

S 1 e
Minimiser §Hg—TfHém+§HHfHémr
s.c. f € R"

A

fo(&k) = /‘/6_2”<“"’£’“>f0(m) de, k=1,....,m




Formulation en dimension finie

. 1 o)
P Minimiser §Hg—Tqu23m+§HHfHémr

SH oF

Les composantes dec R" (ou C") sont les

coordonnées de I'approximation dedans le
sous-espace de dimension finie engendré par une famille

de fonctions d’interpolatioe, . .. , e, }.
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Formulation en dimension finie

L. 1 o)
P Minimiser §Hg—TfHém+§HHfHéw

SH oF

T € M,,«,(C) est la matrice dont le coefficie(i, k) est
la transformee de Fourier dg en¢;
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Formulation en dimension finie

L. 1 o)
P Minimiser §Hg—TfHém+§HHfHéW

SH oF

H € M, «,(C) est définie de la méme maniere, agec
remplacé papoints déchantillonnage deegularisation
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ulation en dimension finie

me génerique:

d convexe

imiser (f) — W(Tf) avec |, cave




Formulation en dimension finie

Probleme geneérique:

Minimiser &(f) — W (7TTf)

Dualité de Fenchel:

avec

® convexe
U concave

Anf {O(f) — U(T1)} = maxq Uy (A) — ¢(T7A)}
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Formulation en dimension finie

Probleme geneérique:

Minimiser &(f) — U(Tf) avec

Dualité de Fenchel:

® convexe
U concave

inf {®(F) — U(TF)} = max{¥,(\) — *(T*A\)}

feRn» AeR™

Relation Primale-duale:

—p. 30/36
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nsion semi-infinie

o 1 2 1
Minimiser o[ — 7 f |2, + 5 || T, |70
s.c. feL*V)




Dimension semi-infinie

o 1 2 1 2
Minimiser % H g — Tf H@m T 5 H TWBf HL2(Wg)
S.C.

(P)

(7 f) = / 6_2757T<‘”’€’“>f(:1:) de, k=1,....,m;
%

(T*A)(x) = y(a) ) gue 2700
k=1
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Dimension semi-infinie

o 1 2 1 2
Minimiser % H g — Tf H@m T 5 H TWBf HLZ(Wg)
S.C.

(P)

(7 f) = / 6_27577<x’€’“>f(:1:) de, k=1,....,m;
%

(T*A)(x) = y(a) ) gue 2700
k=1

TWﬁf — ]IWQUf

—p.31/36



gaison: reelle/complexe

™€) == St;p{<§ ,x) — ®(z)} (convexe)

U, (&) = igf{(ﬁ,@ — W(x)} (concave)



Conjugaison: reelle/complexe

P*(8) = sup{(§, x) — ®(r)}  (convexe)

U, (&) = igf{({, r) —WV(zx)} (concave)

Cas complexe:

O™ (&) = sgp{Re(ﬁ, r) — ®(x)} (convexe)

U, (&) = igf{Re(f,x) — W(x)} (concave)



é (version complexe)

eme

espace de Hilbert complexe
e produit hermitien-, -))




Dualite (version complexe)

Theoreme

= X espace de Hilbert complexe
(de produit hermitieri-, -))

»7T: X — C™ application linéaire d’adjoin *
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Dualite (version complexe)

Theoreme
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»7T: X — C™ application linéaire d’adjoin *
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Dualite (version complexe)

Theoreme

= X espace de Hilbert complexe
(de produit hermitieri-, -))

»7T: X — C™ application linéaire d’adjoin *
md: X — (—o0,00| CcONvexe propre
mU: C" — [—00,00) CONCave propre
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Dualite (version complexe)

Theoreme

= X espace de Hilbert complexe
(de produit hermitieri-, -))

»7T: X — C™ application linéaire d’adjoin *
md: X — (—o0,00| CcONvexe propre
mU: C" — [—00,00) CONCave propre

Sous une certaine condition de qualification,

inf {®(2)—W(T2)} = max{D(A) = W,(A) =" (T* )}

—p.33/36



emes primal et dual

. 1 1
Minimiser - - |g 7/ [le + 5 || T, f 2o,
s.c. feL*V)




emes primal et dual

o 1 2 1 2
Minimiser % Hg - TfH@m T 5 |‘TW5fHL2(W5)

s.c. feL*V)
1
2(f) = 5 | T o,



emes primal et dual

o 1 2 1 2
Minimiser % Hg - TfH@m T 5 HTWBfHB(Wﬁ)

s.c. felL*V)
1
2(f) = 5 | Twaf 72w,

Q * *
aximiser D(X) := Re (g, \) — §||>\||2 — O*(T* )



Relation primale-duale

Si A maximise la fonction duale, alors est
solution du probleme primal.
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Relation primale-duale

Si A maximise la fonction duale, alors est
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IsdeD () et VD(A)

« | — . N
R€<g, A> N §|IA”2 _ 52 <T(TBl/5TB1/5)kT Aa A>

k=0



IsdeD () et VD(A)

Qv | — . N
Re (g, A) = SIAI2 = 5 D (T(T3, ,T5,,,)"T° A, )
k=0

7D(A) =g — aX — TZ Tr, Ts,,) T




Calculs deD(\) et VD(A)

@)

|

D(A) = Re (g, A) = SIAI2 = 5 D (T(T5, , Th,,) T A X )
k=0

VDA)=g—aX—=T > (Tj  Tp,,)" T\
k=0

F=0"(T8) = (15, Ty, )T
k=0
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