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Processus aléatoires discrets - chaines de Markov

1 Introduction et notations
Dans tout ce sujet, (£, F,P) est un espace probabilisé et X = {1,...,n} est un ensemble fini.

DEFINITION (Chaine de Markov). Une chaine de Markov (homogéne) est une suite de
variables aléatoires (Xi)r>0 définies sur Q et a valeurs dans X vérifiant :

e pour tout k > 0, Xp(Q) = X;

e [a propriété de Markov :

Yk >0,Y6 € X2 Py e xomeo (Xir1 = 1) = Px—g, (Xip1 = Exrr)-

e [’hypothése d’homogénéité :
VE>0,5(i,7) € X%, Px,—i(Xpp1 =) = Px=i(X1 = j).
Intuitivement, la valeur X;(w) représente I’état d’un systéme a I'étape [ pour la réalisation

w d’'une expérience aléatoire répétée dans laquelle la probabilité de passer de I’état ¢ a ’état j
entre I'étape k et I'étape k + 1 est indépendante de k et vaut Px,—;(X; = j). L’ensemble X est

alors I’ensemble des états possibles du systéme.
Pour tout k > 0 on note z* la matrice ligne de M ,(R) associée a la loi de X, c’est-a-dire

= (P(Xr=1),...,P(X) =n)).

Dans ce probléme, ¢ := désigne la matrice colonne de M, 1 (R) dont tous les coefficients

valent 1.

Pour tout couple (4,7) € {1,...,n}
de I’état ¢ vers ’état j. La matrice

2 on note p; j la probabilité Px,—;(X; = j) de transition

P = (pij)i<ij<n

est appelée matrice de transition de la chaine de Markov (Xj)x>0-

Soit M € M, (R), on dit que M est stochastique si M; ; > 0 pour tout 4, j et

n
Vi, > M;=1.
j=1



2 Exemples et premiéres propriétés

Dans les exemples de ce probléme, on ne demande pas d’expliciter I’espace probabilisé (Q2, F,P),
on supposera son existence.

1. Exemple du zappeur compulsif. Soit p et ¢ deux nombres dans ]0,1[. Un télespectateur
commence & regarder la télévision & 'instant 0 et hésite entre deux programmes, respec-
tivement sur la chaine 1 et la chaine 2, et & chaque minute il change de chaine selon la régle
suivante : s1l est sur la chaine 1 il a une probabilité p de changer de chaine, et §’il est sur
la chaine 2 il a une probabilité ¢ de changer de chaine. On note X} la variable aléatoire
qui donne le numéro de la chaine regardée a la minute k. Démontrer que (Xj)i est une
chaine de Markov et en donner la matrice de transition.

2. Exemple de lwvrogne. Un ivrogne titube le long d’une rue. Toutes les 5 minutes il se
déplace d'un angle de la rue & un autre selon les régles suivantes : & chacun des angles de
la rue (numeérotés 2, 3,4) il change de direction avec probabilité %, aux deux extrémités de
la rue se trouvent le bar (en position 1) et sa maison (en 5) auxquels il passe le reste de la
nuit §’il les atteint. On note X la position de I'ivrogne au bout de 5k minutes. Démontrer
que (Xg)x est une chaine de Markov et en donner la matrice de transition.

3. Soit P la matrice de transition d’une chaine de Markov, démontrer que
(a)
(b)
()

)

(d) pour tout k& > 1 la matrice P* est stochastique.

la matrice P est stochastique.
pour tout 4,5 dans X on a Px,—;(X2 = j) = (P?);.
plus généralement, pour tous entiers k > 1 >0 on a Px,—i(Xy = j) = (P*71),,.

4. Montrer que pour tout k > 0 on a z* = zoP".

3 Chaines de Markov absorbantes

Pour 4,5 dans X', on dit que D'état j est atteignable depuis I'état ¢ si il existe & > 1 tel que
(Pk)m‘ > 0.
On dit qu'un état i est absorbant si p;; = 1 (auquel cas p; ; = 0 pour j # 7).
Enfin, on dit qu’une chaine de Markov est absorbante si pour tout état j € X il existe un état
absorbant atteignable par j.

Dans cette partie, on suppose que P est la matrice de transition d’une chaine de Markov
ayant d > 1 états absorbants.

1. Montrer que la chaine de Markov de I'exemple de l'ivrogne est absorbante.

2. Montrer qu’il existe une permutation o de X telle que la matrice P? = (pg(i),a(j))ivj est de
la forme

Q R
1
) K
ot I est la matrice identité de R
On supposera désormais jusqu’ad la fin de cette partie que P est de cette forme : les états

absorbants de la chaine sont alors les éléments de {n —d +1,...,n}.

On admet également que lim QF = 0.
k—+o0



. Démontrer que I — @) est inversible.

+oo
. On note N := (I — Q)~!. Montrer quon a N = ZQ’“.

k=0
. Démontrer que

0 NR

. k _
JARFT = [ 0 I ]

. Démontrer que pour tout 4,5 dans {1,...,n —d} on a

+o0o
N;;=E (Z lx,—; | Xo = z)

k=0

c’est-a-dire que IV; ; est I’espérance du nombre de passage dans 1’état j en partant de I’état
i. Remarque : la notation E(Y|Xo = i) désigne lespérance de la variable aléatoire Y
lorsque Q) est muni de la probabilité Px,—;.

. On admet qu’on définit une variable aléatoire 7 par la formule suivante :
Tiw T(w) i =inf{k >1: Xi(w) >n—d+1}.

Cette variable représente le temps s’écoulant avant qu’un état absorbant ne soit atteint.

Démontrer que pour tout ¢ € {1,...,n—d} on a:
n—d
E(T’Xo = Z) = ZNZ'J‘.
j=1
n—d

Indication : on peul remarquer que U (Xp=j)=(T>k+1).
j=1

. Soit i € {1,...,n — d} un état non absorbant et j € {n —d+1,...,n} un état absorbant.

(a) Montrer que I’événement “la chaine atteint I’état j en partant de i’ est égal a

(Xo=i)n|J (Xx <n—d et Xpy1 =)
k>0

(b) En admettant que la notation X, : w + X, définit une variable aléatoire (qui
représente 1’état absorbant atteint), montrer que

]P)Xo:i(XT = j) = (NR)ZJ

(c¢) Déduire de ce qui précéde la probabilité qu’a 'ivrogne de passer la nuit chez lui en
sachant qu’il part de ’angle numéroté 3. Méme question en partant de I'angle 2.



4 Chaines de Markov ergodiques

Une chaine de Markov est ergodique si tout état du j est atteignable depuis tout autre état <.
Elle est dite réguliére si
(2) > 1, Y(i,5) € X2, (P*);; > 0.

1. Montrer que la chaine de Markov du zappeur compulsif est réguliére.

2. Exemple du modéle des urnes d’Ehrenfest. Quatre boules sont réparties dans deux urnes. A
chaque étape de 'expérience, une boule parmi les quatre est choisie au hasard, de maniére
équiprobable, et est changée d’urne. On note alors X le nombre de boules dans la premiére
urne aprés k étapes.

(a) En admettant que (Xj)r>0 est une chaine de Markov, en déterminer la matrice de
transition.

(b) Sans faire de calculs, justifier que cette chaine de Markov est ergodique mais n’est pas

réguliére.

3. Dans cette question, P est la matrice de transition d’une chaine de Markov réguliére. On
admet que dans ce cas il existe un vecteur ligne w € M ,(R) tel que

w wp ... Wy

lim PF=WwW .=

k——+oc0

w wp ... Wp

Ce vecteur w est appelé distribution stationnaire de la chaine.

n
(a) Démontrer que ij =1.
j=1
n
(b) Soit z € Mj ,(R) un vecteur ligne tel que ij = 1, montrer que
j=1

lim 2P* = w.
k—+o00
(¢) Montrer que w = wP et que tout vecteur ligne x vérifiant x = x P est colinéaire & w.
(d) Déterminer la distribution stationnaire dand le cas du zappeur compulsif.
(e) Montrer que Pc = ¢ et que toute vecteur colonne x vérifiant x = Px est colinéaire a
c.

4. Dans cette question, P est la matrice de transition d’une chaine de Markov ergodique.

(a) On pose @ = 3(I+7P) oi I est la matrice identité de M,,(R). Montrer que () est une
matrice stochastique.

(b) On considére @ comme la matrice d’une chaine de Markov : montrer que cette chaine
est réguliére.
Indication : on pourra considérer QF ou k est un entier tel que, pour tous états i et
7, Uétat j est atteignable depuis i en au plus k étapes.



(c) On note w la distribution stationnaire de @, démontrer que w = wP et que tout
vecteur ligne z vérifiant x = xP est colinéaire a w. Par conséquent, on désigne
également w comme la distribution stationnaire de la chaine de matrice P.

(d) Déterminer la distribution stationnaire dans le cas du modeéle d’Ehrenfest.
5. Dans cette question, P est la matrice de transition d’une chaine de Markov ergodique de

distribution stationnaire w. Pour tout ¢ # j € X, on admet qu’on définit une variable
aléatoire 7; par la formule suivante :

7w T(w) == inf{k > 0 : Xp(w) =}

qui admet une espérance E (7| Xo = 7). On peut par exemple remarquer que Px,—;(7; =
1) = p;j. On note M la matrice de M, (R) donnée par

VZ#], Mi’jZE(Tj‘X()Zi) et VZ‘,MZ'J':O

Remarque : la variable 7; représente le temps de premier passage par l’état j.
Pour tout ¢ € X', on admet qu’on définit une variable aléatoire ; par la formule suivante :

0;:wi T(w) :=1inf{k >0 : Xy(w) =1}

qui admet une espérance E (6; | Xo = 7). On note D la matrice diagonale de M,,(R) donnée
par D;; = E(6;| Xo =1). Remarque : l'espérance E (0; | Xo = 1) est le temps de premier
retour moyen & [’état v en partant de 1.

(a) On note C' la matrice de M,,(R) dont tous les coefficients sont égaux a 1. Démontrer
que
(I-P)YM=C-D

(b) En déduire que pour tout i € X on a

E (6] Xo = i) = —.

i

(c) Application : quel est le temps de premier retour moyen a 0 donné E (6y | Xo = 0)
dans le modéle d’Ehrenfest 7



