Notations et objettifs du probléme.

On désigne paf I'espace vétoriel des suites))x>o de nombres complexes, parle sous-espace ¥riel
de& formé des suites bornées et j@arle sous-espace $riel deE constitué des suites convergentes (il fr'e
pas demandé d’établir ces inclusions).

Si X = (X%)k>0 €St un élément dé& on posel|x||=sup{|x|, k > 0} ; on admet qué¢ || est une norme SUE et
queE est complet pour cette norme.
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Kt 1 - Cette

On note l'application deé dansé qui ax = (Xk)k>o0 associey = (Yk)k>o définie paryx =
application ét linéaire (il n'est pas demandé de le démontrer).

Questions préliminaires

1. Montrer queE €t Stable par7. On noteT la restriction deJ aE.
2. Vérifier queT est une application linéaire continue.

3. Montrer quekE. €St Stable parT et plus précisément que siconverge vers, il en et de méme pour
y=TX

Obijedtifs

Le but du probléme& d’étudier quelques propriétés de Il est constitué de trois parties indépendantes.

La partie | permet d’examiner quelques exemples montrant une variété importante de comportements possibles.
Dans la partie 1l on détermine le noyau, I'image et leémedeT .

La partie lll &t consacrée a I'asperégularisant dd . On y établit que :

1. Six est une suite bornéeT("x)n>0 converge simplement vers une suite @ante.
2. L'ensemble des suitesdeE telles que, pour tout, T"x soit une suite divergente§tedense dank.
3. SiQ est 'ensemble des suites a termes dansl[pon définit la probabilité de ELMOGOROFFP surQ
et on démontre que :
(a) P(x € Qetxconverge)= 0.
(b) P(x € QetT(x) converge)= 1.

Partie | : Exemples

A. Premiers exemples

1. Soit6 dans ]Q27[; dans cette quion on notex la suite ()x>o définie parxx = exp(kd). On pose
y = T x. Démontrer quey appartient &..

2. Soitn un entier> 1; dans cette g&aon on notex la suite définie pax, = { é :::0&:[ multiple den

On posey = T x.
(a) Calculerypny; pourp > 0et0< j <n;
(b) En déduire qug appartient &.
3. Quel ét le lien entre les exemples précédentg et la troisiem&iguepréliminaire ?



4. Soitt dans [Q1]. On définitx(t) par :

X(t) =t
Xer1(t) = (X(t) — 1)* pourk > 0.

Il est facile de voir que, pour toutdans [Q1], la suitex(t) est & valeurs dans [d].

On pose alory(t) = T x(t).
Soittg le nombre%g- (Il vaut 0,38 & 10° prés).
(a) On se propose de démontrer que, lordgge, la suitex(t) est divergente.
i. On suppose la suite(t) convergente. Trouver la limitéde x(t).
ii. Vérifier que, sit # to, alors, pour tout entiek, x (t) # ¢.
Si, dans ces conditions(t,)la szjitet) était convergente, quelle serait la limite (qudrténd vers
vog Xk+1(1) —
I'infini) du rapportm?
iii. Conclure.
(b) On définitf etg fonétions de [Q1] dans lui-méme par :
f(x) = (x—1)2etg=f o f.
i. Dessiner le graphe de la féion g en précisant les variations, la position du graphe par rapport
a la premiére biss#rice et ses points d’interégon avec cette droite.

ii. Pour cette qu&ion , on peut se contenter d’une argumentation basée sur le graphe.

Montrer que les suites extraitespf(t)) k>0 et (Xok-+1(t))k=>0 Sont convergentes.
En déduire que (t) et convergente et identifier sa limite en foion det.

iii. On rappelle quey(t) = (yk(t))k=o0. La suite de fortions (yx) converge-t-elle uniformément
sur[01]?

B. Une remarque

Soitx dansk ety = T x.

2|Ix
1. Montrer que, pour tolk > 1, |yk — Yk_1| < kIL ||1

2. En déduire que si eSt une suite a valeurs réelles alors 'ensemble des valeurs d’adhéreyossiden
intervalle.

C. Suites a valeurs dang0, 1}

Pour tout entiep > 1, on posaup, = 1!+ 2! + 3! 4 --- + pletvy =11+ 31 + 5! 4 ... + (2p — 1)!
De plusug = 0 etvg = 0.

1. Montrer queu, o p! (on pourra mettrg! en fateur). Montrer de méme qug o (2p — 1)!
—00 —0

On définit une suitex de la maniere suivante :
sik € N, il existe un uniquej (k) > 0 tel queu; k) < K < Ujk)+1 €t dans ce cas, gi(k) est pair on pose
Xk = 1, sij(k) eStimpair on pose = 0.

Autrement dit
x=10,0,1,1,1,1110,0,0,0, (24 fois), 1,1, 1, (120 fois). . .

2. On posgy = T x. Calculeryg lorsquek = up.
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3. En déduire que I'ensemble des valeurs d’adhérengesdieégal a [Q1].
Quel gt celui de la suitex ?

4. Soient {2, %, P) un espace probabiliséXk)x>o une suite de variables aléatoires de Bernoulli, indépen-
dantes et de parametre 1/2k(> 0, P(Xx = 0) = P(Xx = 1) = 1/2).

(a) Calculer, pouk > 0etp > 0, P(Xk = Xk41 = Xkq2 = ... = Xkqp = 0), puis
P(Vj >k, X; =0).

(b) En déduire que la suiteX()k>o diverge presque slrement.

(c) On appelley la suiteT X ou X est la suite Xk).
Montrer, en utilisant un théoreme de cours, que la stfiti£o converge presque sirement.

Partie Il. Etude de 'endomorphisme T
A. Généralités

1. Montrer que I'application linéair& est une bijetion de& sur lui-méme.

. 1 . o
2. On désigne pa#/ I’ensemble{m, ke N}. Soit A un nombre complexe. On notg I'application

identique def dans lui-méme.
(a) Montrer que sk n'appartient pas a I'ensemhié, alors I'application linéaireZ — 11¢ €t bijective.
(b) Montrer que sit appartient a I'ensemblg/, alors I'application linéaireZ — Alg n’est ni injective
ni surjettive.
3. Soity = (Yk)k=0 danskE. Montrer que :

y€Im(T) « 3K > 0telquevk > 1, |(k+ 1)yk — kyk_1| < K.

4. Lapplication linéaireT deE dansE eft-elle surjétive ? Bt-elle injettive ?
B. Quelques suites auxiliaires
Dans ceB. , on considére un nombre complekeérifiant les hypothéses suivantes :

1
(L) A#0, A& 4, Rez;él.
On écrit 1— % = a+ ib aveca etb réels & # 0). On définit la suitex par :

1
1+ @-HnHor

1
- t, pourk > 1, ax =
(%) o = 7 ©t, pour ax

Cette suite & bien définie grace aux hypothéses.(
1. Vérifier queay # 0 pour tout entier positik.
1
2. Montrer que Inax| — In|ax_1| = _a + O (—) .

k k—oo k2

3. Que dire de la suitk| si a est négatif ?
—4—



n—oo

. . LN | 1
4. On rappelle qu'il exite un nombre réet tel que I'on ait : ) K= nn+y+ O (ﬁ)
k=1

Poura positif, montrer gu’il ex§te une nombre réed; Strictement positif tel que |a| oy 3
—00

ka
(A1 et les nombres réeld,, . .., As qui suivent dépendent demais sont indépendants He
. 11
5. On définitUy = )’ etk = Y |— — .

() Montrer qu'il exte une coltante A, Stri¢tement positive telle que :

Vk>1, 0< U< Ak,

(b) En déduire qu'il exite une coftante A telle quevk > 1 |ay Uk| < As.

. 1 A s . . "
6. En expnmant(; — grace a (*) montrer qu'’il eXie une cofitante A4 §tric¢tement positive telle que :

i aj-1

Vk>1, JokVk < Aa.
C. Détermination du spe‘tre de T.

Définition.
Soit Sun endomorphisme continu @ on dit queS est inversible siSréalise une bij&ion deE sur lui-méme.

Remarque E étant complet, il résulte d’un théoréme deNB\CH que siSest bijetif et continu, alorsS™t est continu, de
sorte queS est alors un élément inversible de I'algébre des endomorphismes contiritls de

On appelle spére deS, et on notes (S), I'ensemble des nombres complexesels queS — Alg n'est pas
inversible.

Onadmettra queo (S) est un fermé deC.

1. Et-ce que 0 & danso (T) ? Méme quétion pour 1.
Dorénavant, on se donne un complexeérifiant les hypothésegL) du II.B. On garde les notations
o,U,V,...dull.B.

2. Soientx ety deux éléments dé&. Vérifier que :

1

Xo =1

()  (T-Ag)(X)=y&

1 1
Vk>1, % = Xk—1 + Z(yk_l — Yk — EYk))

1+(1- i <

1
3. Onconsidéry = [ —— .
4 (k + 1) k>0
On considére la suite (a priori élément d&) telle que T — Alg)(X) = y.

(@) Quel ét le lien entrex et la suitex dull.B. ?

- : 1
(b) En utilisantll.B. montrer que, si Re(%+ Z) < 0, alorsA € o(T).

1
4. On suppose Re(@ Z) > 0.

Soity dansE et soitx la suite définie par les formules«) ci-dessus.
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(a) Etablir les relations suivantes :

X Xk — lyk1— 1
_k_k1+_ykl Ye L Yk

k>1, = - .
v ak  ok-1 A ak-1 A Kak_1

k k
Ok 1 1 yj
Vk>1, X=akYo+— > (Yi-1—Y))— — = . k.
° A ng I ! aj-1 A ng Jaj-1

k k
(b) Enremarquant qué_ (yj-1 — Y;) ! =>y i _ 1 + LL ﬁ, montrer qu’il exfte
j=1 aj-1  ja aj  aj-1 ao Ok

une coltante As (indépendante dg et dek) telle que

Vk > 0, x| < Asllyll.
5. Déterminew (T) et le représenter sur un dessin.

Partie Ill. Propriétés régularisantes de T

Notations et terminologie

1. On sera amené a considérer des suites de suites (ou plus généralement des familles de suites).

Si | et un ensemble d’indices le symbo(eéxlg))@o)_  désigne la famille des suited”) indexées par
X . le
I, x{" est le terme d'indicek de la suitex.

- 1 _ ,
Par exemple con&den{r(—n) ) , C'est considérer les suites :
(k+1)" />0 00

x© =(1,11111...)
xM) = (1,1/2,1/3 1/4,1/5......)
x@ = (1,1/4,1/9,1/16 1/25.......)
x®) = (1,1/8,1/27,1/64,1/125....) etc.
Dans I'’énoncék désignera presque toujours l'indice des suites de complexesees réserve a I'indexa-
tion des suites de suites.
2. Limites :
A priori, le mot suite, sans indication contraire, désigne un éleme#t;drissi, lorsque I'on dit que la
suite (xé”))@o converge on veut dire quigolci)mlgn) existe dansC.

Si on veut exprimer I'idée qu'il eXte dan<E une suite telle que lim|x™ — x| = 0, on dira que la suite
—00

(xM) d’élements dé& converge dank versx.
Les expressions utilisées seronfimamment détaillées pour éviter toute ambiguité.

A. Convergence simple

Définition. Soient &™)ns0 = ((X™)k=0)n=0 Une suite d'élements d& et u dansk. On dit que k™),o
converge simplement vets= (ux)k>o0 Si pour toutk > 0, (xlﬁ”))@o tend verau quandn tend vers l'infini.

1. Exceptionnellement, dans cette ftign et la suivante, les suites de nombres complexes sont indexées
parn pour des raisons qui apparaitront ultérieurement.

Soit (@n)n>0 une suite de nombres complexes tendant ¥elansC.
n

Soita un nombre complexe tel gue| < 1, on posal, = z a’ an_j.
j=0

1
Montrer que (n)n>0 coOnverge versl—.
—a
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2. Soientv etw deux suites de nombres complexes telles que :
Pour tout entien > 0, Vh11 = aVvy + Wy,
(Wn)n>0 converge vers.

l
Montrer que ¥n)n>0 COnverge versl—

3. Soitx une suite de nombres complexes. On p@se- X et b = x;. On consideére la suite<(“))n>o
d’éléments dé définie parx™ = T"x, en convenant que©® = x
(a) Calculer™. Quelle ét la limite de la suitex" 2
(b) Calculer<™. Quelle &t la limite de la suite<™ ?
(c) Montrer que :

m+y 1 m) ()
Vk’n Xk+1 k+2Xk+l k+22X

(d) Montrer quex™ converge simplement vers la suite §@mte égale a.

4. Montrer que, Si >((”))n>o converge dank, alors sa limite & la suite cotante égale a.
5. On suppose que = 0 et que la suitex,) a une limitec # 0 dansC.
Montrer que k™), o diverge dans.

B. Lissage : un résultat négatif

Pourn entier fixé, on not&, = {x € E telles queT "x converge dan€}. E, et un sous-espace &eriel de
E (on ne demande pas de démontrer ce résultat).

On admet le théoreme suivant :
SoitF un espace de Banach. Si pour tau: 0, Fj, e§t un sous ensemble defermé et d’intérieur vide, alors
la réunion de tous lels,, est aussi d’intérieur vide.

1. SoitF un espace \@oriel normé eG un sous espace $@riel deF d’interieur non vide.
Ainsi G contient une boule ouverte ¢ de centrexg et de rayorz Stri¢tement positif.
En utilisant lastructure d’espace \@oriel, montrer successivement que :

(a) G contient la boule ouverte de centre 0 et de rayon
(b) F=G.
2. On admet provisoirement, dans cetteSjioa, queE, # E pour tout entien > 0.

(a) Montrer queE. est un sous espace fermé He
(b) Montrer que I'ensemble desdeE tels que, pour tout > 0, la suiteT "x ne soit pas convergente
dansC est dense dank.
3. On prouve dans cette dftion ce qui €t admis a la qu&ion précédente.
(a) Soient un nombre réel positif et une forttion de class& ™ sur I'intervalle o, +ocl, a valeurs
dansC.
Pourn > 0, on note Hy) I'hypothése :

. M
(Hn) Jty>to, Vi<n, 3IM;, V>, |f(/)(t)|<t—/.’ avecf(©@ = f

Pourt > to + 1, on posegy(t) = (t + 1)f(t) —tf(t — 1). La forttion g est de classe6™ sur
[to + 1, c0].

On supposeHl) vérifiée pour la fodtion f et un entien > 1.

En utilisant I'inégalité des accroissements finis, montrergyuérifie (H,_1).
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(b) Soitn un entier> 1 et soitf une forktion de class& ™ sur l'intervalle [Q oo, satisfaisant I'hypo-
thése H,) avecty = 0. Pour tout entiek > O, on poseyx = f (k). Montrer par récurrence sar
gu’il existe x dansE telle quey = T"x.

(c) Onposey = (exp( In(k + 1)))x>o0.
i. Montrer quey est dans Im{T ") pour toutn > 0.
ii. En déduire que, pour toutt > 0, E,, et différent det.

C. Aspélt probabili Ste

On appelleQ I'ensemble des suites de nombres réels appartenanih [0
Etant donnés un entier naturegt deux suites finies de nombres réels (ag, ay, . .., &) etb = (bg, by, ..., 1)
vérifiant pour touj les inégalités &< a; < b; < 1, on désigne paaplepavé kg p = {x € R V), ai < x < b; }.

n
Le volume deK, , est par définition le réeV(Kap) = [] (b; — ;).
j=0
On associe & la partieQg deQ définie par

Qk = {x= (XJKk=0, (X0, X1,...,%) € K}.
On admettra qu'’il eXite surQ une tribu contenant tous I€3¢ et sur cette tribwa une probabilitéP telle que
P (Qk) = v(K) pour tout pavé.
On définit enfin, pouk entier naturel, la variable aléatoire réeg, application d&2 dansR, qui ax = (Xi)i>o
associexXy(X) = X.
1. Montrer que Xk)k>o €t une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi et identifier cette
loi.
2. Soite un nombre réel tel que & ¢ < 1.
Calculer, poun > Oetp > 1, P ({w € Q| |X;(®) — Xn(w)| <e pourj =n+1,n+2,...,n+ p}).

3. En déduire que diverge presque srement (on pourra admettre que I'ensembieQ | x converge}
et dans la tribug).

4. En utilisant un théoréme du programme, montrer fiyeonverge presque sdrement.




