
Notations et objeßifs du problème.

On désigne parE l’espace veßoriel des suites (xk)k>0 de nombres complexes, parE le sous-espace veßoriel
deE formé des suites bornées et parEc le sous-espace veßoriel deE conÞitué des suites convergentes (il n’eÞ
pas demandé d’établir ces inclusions).

Si x = (xk)k>0 eÞ un élément deE on pose‖x‖=sup{|xk|, k > 0} ; on admet que‖ ‖ eÞ une norme surE et
queE eÞ complet pour cette norme.

On noteT l’application deE dansE qui à x = (xk)k>0 associey = (yk)k>0 définie paryk =

∑k
j=0 xj

k + 1
· Cette

application eÞ linéaire (il n’eÞ pas demandé de le démontrer).

QueÞions préliminaires

1. Montrer queE eÞ Þable parT . On noteT la reÞrißion deT àE.

2. Vérifier queT eÞ une application linéaire continue.

3. Montrer queEc eÞ Þable parT et plus précisément que six converge versl , il en eÞ de même pour
y = T x.

Objeßifs

Le but du problème eÞ d’étudier quelques propriétés deT . Il eÞ conÞitué de trois parties indépendantes.

La partie I permet d’examiner quelques exemples montrant une variété importante de comportements possibles.

Dans la partie II on détermine le noyau, l’image et le speßre deT .

La partie III eÞ consacrée à l’aspeß régularisant deT . On y établit que :

1. Si x eÞ une suite bornée, (Tnx)n>0 converge simplement vers une suite conÞante.

2. L’ensemble des suitesx deE telles que, pour toutn, Tnx soit une suite divergente, eÞ dense dansE.

3. SiΩ eÞ l’ensemble des suites à termes dans [0,1], on définit la probabilité de KOLMOGOROFFP surΩ
et on démontre que :

(a) P(x ∈ Ω et x converge)= 0.

(b) P(x ∈ Ω et T (x) converge)= 1.

Partie I : Exemples

A. Premiers exemples

1. Soit2 dans ]0,2π [ ; dans cette queÞion on notex la suite (xk)k>0 définie parxk = exp(ik2). On pose
y = T x. Démontrer quey appartient àEc.

2. Soitn un entier> 1 ; dans cette queÞion on notex la suite définie parxk =

{
1 si k eÞ multiple den
0 sinon.

On posey = T x.

(a) Calculerypn+ j pour p > 0 et 06 j < n ;

(b) En déduire quey appartient àEc.

3. Quel eÞ le lien entre les exemples précédents et la troisième queÞion préliminaire ?
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4. Soitt dans [0,1]. On définitx(t ) par :{
x0(t ) = t
xk+1(t ) = (xk (t ) − 1)2 pourk > 0.

Il eÞ facile de voir que, pour toutt dans [0,1], la suitex(t ) eÞ à valeurs dans [0,1].

On pose alorsy(t ) = T x(t ).

Soit t0 le nombre
3−

p
5

2
· (Il vaut 0,38 à 10−2 près).

(a) On se propose de démontrer que, lorsquet 6= t0, la suitex(t ) eÞ divergente.

i. On suppose la suitex(t ) convergente. Trouver la limitèdex(t ).

ii. Vérifier que, sit 6= t0, alors, pour tout entierk, xk (t ) 6= `.

Si, dans ces conditions, la suitex(t ) était convergente, quelle serait la limite (quandk tend vers

l’infini) du rapport
xk+1(t ) − `

xk (t ) − `
?

iii. Conclure.

(b) On définit f etg fonßions de [0,1] dans lui-même par :

f (x) = (x− 1)2 etg = f ◦ f .

i. Dessiner le graphe de la fonßion g en précisant les variations, la position du graphe par rapport
à la première bisseßrice et ses points d’interseßion avec cette droite.

ii. Pour cette queÞion , on peut se contenter d’une argumentation basée sur le graphe.

Montrer que les suites extraites (x2k (t ))k>0 et (x2k+1(t ))k>0 sont convergentes.

En déduire quey(t ) eÞ convergente et identifier sa limite en fonßion det .

iii. On rappelle quey(t ) = (yk (t ))k>0. La suite de fonßions (yk) converge-t-elle uniformément
sur [0,1] ?

B. Une remarque

Soit x dansE et y = T x.

1. Montrer que, pour toutk > 1, |yk − yk−1| 6
2‖x‖
k + 1

.

2. En déduire que six eÞ une suite à valeurs réelles alors l’ensemble des valeurs d’adhérence dey eÞ un
intervalle.

C. Suites à valeurs dans{0,1}

Pour tout entierp > 1, on poseup = 1! + 2! + 3! + · · ·+ p! et vp = 1! + 3! + 5! + · · ·+ (2p− 1)!

De plusu0 = 0 etv0 = 0.

1. Montrer queup ∼
p→∞

p! (on pourra mettrep! en faßeur). Montrer de même quevp ∼
p→∞

(2p− 1)!

On définit une suitex de la manière suivante :

si k ∈ N, il exiÞe un uniquej (k) > 0 tel queuj (k) 6 k < uj (k)+1 et dans ce cas, sij (k) eÞ pair on pose
xk = 1, si j (k) eÞ impair on posexk = 0.

Autrement dit
x = 1,0,0,1,1,1,1,1,1,0,0,0,0, (24 fois),1,1,1, (120 fois). . .

2. On posey = T x. Calculeryk lorsquek = up.
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3. En déduire que l’ensemble des valeurs d’adhérence dey eÞ égal à [0,1].

Quel eÞ celui de la suitex ?

4. Soient (Ω,B, P) un espace probabilisé, (Xk)k>0 une suite de variables aléatoires de Bernoulli, indépen-
dantes et de paramètre 1/2. (∀k > 0, P(Xk = 0) = P(Xk = 1) = 1/2).

(a) Calculer, pourk > 0 et p > 0, P(Xk = Xk+1 = Xk+2 = .... = Xk+p = 0), puis
P(∀ j > k, Xj = 0).

(b) En déduire que la suite (Xk)k>0 diverge presque sûrement.

(c) On appelleY la suiteT X où X eÞ la suite (Xk).

Montrer, en utilisant un théorème de cours, que la suite (Yk)k>0 converge presque sûrement.

Partie II. Étude de l’endomorphisme T

A. Généralités

1. Montrer que l’application linéaireT eÞ une bijeßion deE sur lui-même.

2. On désigne parA l’ensemble

{
1

k + 1
, k ∈ N

}
. Soit λ un nombre complexe. On noteIE l’application

identique deE dans lui-même.

(a) Montrer que siλ n’appartient pas à l’ensembleA , alors l’application linéaireT − λIE eÞ bijeßive.

(b) Montrer que siλ appartient à l’ensembleA , alors l’application linéaireT − λIE n’eÞ ni injeßive
ni surjeßive.

3. Soity = (yk)k>0 dansE. Montrer que :

y ∈ Im(T) ⇐⇒ ∃K > 0 tel que,∀k > 1, |(k + 1)yk − kyk−1| 6 K.

4. L’application linéaireT deE dansE eÞ-elle surjeßive ? EÞ-elle injeßive ?

B. Quelques suites auxiliaires

Dans ceB. , on considère un nombre complexeλ vérifiant les hypothèses suivantes :

(L) λ 6= 0, λ 6∈ A , Re
1
λ
6= 1.

On écrit 1− 1
λ

= a + ib aveca etb réels (a 6= 0). On définit la suiteα par :

(∗) α0 =
1

1− λ
et, pourk > 1, αk =

1

(1 + (1− 1
λ )

1
k )
αk−1·

Cette suite eÞ bien définie grâce aux hypothèses (L).

1. Vérifier queαk 6= 0 pour tout entier positifk.

2. Montrer que ln|αk| − ln |αk−1| = −a
k

+ O
k→∞

(
1
k2

)
.

3. Que dire de la suite|α| si a eÞ négatif ?
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4. On rappelle qu’il exiÞe un nombre réelγ tel que l’on ait :
n∑

k=1

1
k

= ln n + γ + O
n→∞

(
1
n

)
.

Poura positif, montrer qu’il exiÞe une nombre réelA1 Þrißement positif tel que :|αk| ∼
k→∞

A1

ka ·

(A1 et les nombres réelsA2, . . . , A5 qui suivent dépendent deλ mais sont indépendants dek).

5. On définitUk =

k∑
j=1

1
j |α j−1|

etVk =

k−1∑
j=1

∣∣∣∣ 1
α j
− 1
α j−1

∣∣∣∣ ·
(a) Montrer qu’il exiÞe une conÞanteA2 Þrißement positive telle que :

∀k > 1, 0 6 Uk 6 A2 ka.

(b) En déduire qu’il exiÞe une conÞanteA3 telle que∀k > 1 |αk Uk| 6 A3.

6. En exprimant
1
α j

− 1
α j−1

grâce à (*) montrer qu’il exiÞe une conÞanteA4 Þrißement positive telle que :

∀k > 1, |αk|Vk 6 A4.

C. Détermination du speßre de T .

Définition.

Soit Sun endomorphisme continu deE, on dit queSeÞ inversible siS réalise une bijeßion deE sur lui-même.

Remarque :E étant complet, il résulte d’un théorème de BANACH que siSeÞ bijeßif et continu, alorsS−1 eÞ continu, de
sorte queSeÞ alors un élément inversible de l’algèbre des endomorphismes continus deE.

On appelle speßre deS, et on noteσ (S), l’ensemble des nombres complexesλ tels queS− λIE n’eÞ pas
inversible.

Onadmettra queσ (S) eÞ un fermé deC.

1. EÞ-ce que 0 eÞ dansσ (T) ? Même queÞion pour 1.

Dorénavant, on se donne un complexeλ vérifiant les hypothèses(L) du II.B. On garde les notations
α,U , V, . . . du II.B.

2. Soientx et y deux éléments deE . Vérifier que :

(∗∗) (T − λIE) (x) = y ⇔


x0 =

1
1− λ

y0

∀k > 1, xk =
1

1 + (1− 1
λ )

1
k

(
xk−1 +

1
λ

(yk−1 − yk −
1
k

yk)

)

3. On considèrey =

(
1

k + 1

)
k>0

.

On considère la suitex (a priori élément deE ) telle que (T − λIE) (x) = y.

(a) Quel eÞ le lien entrex et la suiteα du II.B. ?

(b) En utilisantII.B. montrer que, si Re(1− 1
λ

) < 0, alorsλ ∈ σ (T).

4. On suppose Re(1− 1
λ

) > 0.

Soit y dansE et soitx la suite définie par les formules (∗∗) ci-dessus.
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(a) Établir les relations suivantes :

∀k > 1,
xk

αk
=

xk−1

αk−1
+

1
λ

yk−1 − yk

αk−1
− 1
λ

yk

kαk−1
.

∀k > 1, xk = αky0 +
αk

λ

k∑
j=1

(yj−1 − yj )
1
α j−1

− 1
λ

(
k∑
j=1

yj
jα j−1

)
αk.

(b) En remarquant que
k∑
j=1

(yj−1 − yj )
1
α j−1

=

k∑
j=1

yj

(
1
α j
− 1
α j−1

)
+

y0

α0
− yk

αk
, montrer qu’il exiÞe

une conÞanteA5 (indépendante dey et dek) telle que

∀k > 0, |xk| 6 A5||y||.

5. Déterminerσ (T) et le représenter sur un dessin.

Partie III. Propriétés régularisantes deT

Notations et terminologie

1. On sera amené à considérer des suites de suites (ou plus généralement des familles de suites).

Si I eÞ un ensemble d’indices le symbole
(

(x(i )
k )k>0

)
i∈I

désigne la famille des suitesx(i ) indexées par

I , x(i )
k eÞ le terme d’indicek de la suitex(i ).

Par exemple considérer

((
1

(k + 1)n

)
k>0

)
n>0

, c’eÞ considérer les suites :

x(0)
= (1,1,1,1,1,1.......)

x(1)
= (1,1/2,1/3,1/4,1/5.......)

x(2)
= (1,1/4,1/9,1/16,1/25........)

x(3)
= (1,1/8,1/27,1/64,1/125......) etc.

Dans l’énoncé,k désignera presque toujours l’indice des suites de complexes etn sera réservé à l’indexa-
tion des suites de suites.

2. Limites :
A priori, le mot suite, sans indication contraire, désigne un élement deE ; aussi, lorsque l’on dit que la
suite (x(n)

k )k>0 converge on veut dire que lim
k→∞

x(n)
k exiÞe dansC.

Si on veut exprimer l’idée qu’il exiÞe dansE une suite telle que lim
n→∞

‖x(n) − x‖ = 0, on dira que la suite

(x(n)) d’élements deE converge dansE versx.
Les expressions utilisées seront suffisamment détaillées pour éviter toute ambiguïté.

A. Convergence simple

Définition. Soient (x(n))n>0 = ((x(n)
k )k>0)n>0 une suite d’élements deE et u dansE. On dit que (x(n))n>0

converge simplement versu = (uk)k>0 si pour toutk > 0, (x(n)
k )n>0 tend versuk quandn tend vers l’infini.

1. Exceptionnellement, dans cette queÞion et la suivante, les suites de nombres complexes sont indexées
parn pour des raisons qui apparaitront ultérieurement.
Soit (an)n>0 une suite de nombres complexes tendant vers` dansC.

Soitα un nombre complexe tel que|α| < 1, on poseun =

n∑
j=0
α j an− j .

Montrer que (un)n>0 converge vers
`

1− α
.
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2. Soientv etw deux suites de nombres complexes telles que :{
Pour tout entiern > 0, vn+1 = αvn + wn,
(wn)n>0 converge vers̀.

Montrer que (vn)n>0 converge vers
`

1− α
·

3. Soit x une suite de nombres complexes. On posea = x0 et b = x1. On considère la suite (x(n))n>0

d’éléments deE définie parx(n)
= Tnx, en convenant quex(0)

= x.

(a) Calculerx(n)
0 . Quelle eÞ la limite de la suitex(n)

0 ?

(b) Calculerx(n)
1 . Quelle eÞ la limite de la suitex(n)

1 ?

(c) Montrer que :

∀k, n > 0, x(n+1)
k+1 =

1
k + 2

x(n)
k+1 +

1
k + 2

k∑
j=0

x(n)
j .

(d) Montrer quex(n) converge simplement vers la suite conÞante égale àa.

4. Montrer que, si (x(n))n>0 converge dansE, alors sa limite eÞ la suite conÞante égale àa.

5. On suppose quea = 0 et que la suite (xk) a une limitec 6= 0 dansC.
Montrer que (x(n))n>0 diverge dansE.

B. Lissage : un résultat négatif

Pourn entier fixé, on noteEn = {x ∈ E telles queTnx converge dansC}. En eÞ un sous-espace veßoriel de
E (on ne demande pas de démontrer ce résultat).

On admet le théorème suivant :

Soit F un espace de Banach. Si pour toutn > 0, Fn eÞ un sous ensemble deF fermé et d’intérieur vide, alors
la réunion de tous lesFn eÞ aussi d’intérieur vide.

1. SoitF un espace veßoriel normé etG un sous espace veßoriel deF d’interieur non vide.
Ainsi G contient une boule ouverte deF, de centrex0 et de rayonε Þrißement positif.
En utilisant laÞrußure d’espace veßoriel, montrer successivement que :

(a) G contient la boule ouverte de centre 0 et de rayonε,

(b) F = G.

2. On admet provisoirement, dans cette queÞion, queEn 6= E pour tout entiern > 0.

(a) Montrer queEc eÞ un sous espace fermé deE.

(b) Montrer que l’ensemble desx deE tels que, pour toutn > 0, la suiteTnx ne soit pas convergente
dansC eÞ dense dansE.

3. On prouve dans cette queÞion ce qui eÞ admis à la queÞion précédente.

(a) Soientt0 un nombre réel positif etf une fonßion de classeC∞ sur l’intervalle [t0,+∞[, à valeurs
dansC.
Pourn > 0 , on note (Hn) l’hypothèse :

(Hn) ∃t1 > t0, ∀ j 6 n, ∃M j , ∀t > t1, | f ( j ) (t )| 6
M j

t j
avec f (0)

= f

.
Pour t > t0 + 1, on poseg(t ) = (t + 1) f (t ) − t f (t − 1). La fonßion g eÞ de classeC∞ sur
[t0 + 1,∞[.
On suppose (Hn) vérifiée pour la fonßion f et un entiern > 1.
En utilisant l’inégalité des accroissements finis, montrer queg vérifie (Hn−1).
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(b) Soitn un entier> 1 et soit f une fonßion de classeC∞ sur l’intervalle [0,∞[, satisfaisant l’hypo-
thèse (Hn) avect0 = 0. Pour tout entierk > O, on poseyk = f (k). Montrer par récurrence surn
qu’il exiÞe x dansE telle quey = Tnx.

(c) On posey = (exp(i ln(k + 1)))k>0.

i. Montrer quey eÞ dans Im(Tn) pour toutn > 0.

ii. En déduire que, pour toutn > 0, En eÞ différent deE.

C. Aspeß probabiliÞe

On appelleΩ l’ensemble des suites de nombres réels appartenant à [0,1].

Étant donnés un entier natureln et deux suites finies de nombres réelsa = (a0, a1, . . . , an) etb = (b0, b1, . . . , bn)
vérifiant pour toutj les inégalités 06 aj 6 bj 6 1, on désigne parKa,b lepavé Ka,b =

{
x ∈ Rn+1, ∀ j , aj 6 xj 6 bj

}
.

Le volume deKa,b eÞ par définition le réelv(Ka,b) =

n∏
j=0

(bj − aj ).

On associe àK la partieΩK deΩ définie par

ΩK = {x = (xk)k>0, (x0, x1, . . . , xn) ∈ K}.

On admettra qu’il exiÞe surΩ une tribu contenant tous lesΩK et sur cette tribuB une probabilitéP telle que
P(ΩK ) = v(K ) pour tout pavéK .

On définit enfin, pourk entier naturel, la variable aléatoire réelleXk, application deΩ dansR, qui àx = (xi ) i >0

associeXk (x) = xk.

1. Montrer que (Xk)k>0 eÞ une suite de variables aléatoires indépendantes de même loi et identifier cette
loi.

2. Soitε un nombre réel tel que 0< ε < 1.

Calculer, pourn > 0 et p > 1, P
(
{ω ∈ Ω| |Xj (ω) − Xn(ω)| < ε pour j = n + 1, n + 2, . . . , n+ p}

)
.

3. En déduire quex diverge presque sûrement (on pourra admettre que l’ensemble{x ∈ Ω | x converge}
eÞ dans la tribuB).

4. En utilisant un théorème du programme, montrer queT x converge presque sûrement.
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