Préparation agrégation interne 2013-2014 Séance du 27 septembre 2013 : Université Toulon-La Garde
fonctions de plusieurs variables :
Recherche d’extrema

1 Méthode

Soit f: A € R™ — R une fonction C* |, k > 1 et m > 2, sur le domaine A. L’objectif est de déterminer les extrema de f.
On suppose que A est donné sous la forme suivante :

A= {ZL’ € Rm|al(x) < 07’ o ,ap(x) < Ovﬂl(x) < 07' o a/Bq(x) < 0}
ou les o; et les 3; sont des fonctions ”suffisamment régulieres” appelées les bords de A.
(les cy; sont les bords "fermés” et les 3; les bords ”ouverts”.)
étape 1 : recherche des candidats a I'intérieur de A : le ”théoréme des extrema locaux” nous assure qu’il faut chercher ceux-ci
— —
parmi les points ou le gradient s’annule, on résout donc le systéme Grad(f)(z) = 0 en retenant uniquement les
o

solutions qui sont dans A

étape 2 : recherche des candidats sur les bord fermés : pour chaque bord fermé a; on paramétrise la surface a;(z) = 0 par
une nappe -;, on recherche les extrema de la fonction de m — 1 variables réelles f o ;. On retient de plus comme
candidats les ”extrémités” des bords.

étape 3 : études de chaque candidats :
— pour les candidats trouvés sur les bords il faut faire une étude ”élémentaire”,

[e]
— pour ceux trouvés dans A, on dispose de la formule de Taylor d’ordre deux lorsque k > 2 : si m = 2 il s’agit de
la méthode du rt — s2 si m > 3 il faut réduire la hessienne.

2 Exercices

1) Extrema locaux et globaux de
fi(xy) =272y — 32 -8y +1

sur A = {(x,y) €eR* x>0,y >0et :E—i—ySO}

2) Déterminer les extrema de f sur A avec

fo(y)—at+y' =2 —y)? et A= {(z,y) e R*/a® + 4> <4}

3) Déterminer les extrema locaux et globaux sur R? de

iz, 2)—22%y +ayz — 2yz 4+ 42

4) Soit a > 0. Montrer que
a
filey) —zt+y+ —
Ty

admet un minimum strict sur (R™)?2

1 1 o
5) A = {(z,y) € R* |z| < 3 et Jy| < 5}, déterminer les extrema locaux de f : (x,y) — 2% + y* + cos(x? + 3?) sur A puis
sur A

1
6) a) Etudier les branches infinies, les variations, la convexité et représenter f(t) =t — Int — n
b) Résoudre f(t) = 0.

¢) Trouver les extremums globaux et locaux de

g9(z,y) = zlny — ylnx
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7) Déterminer :

“+o0
( bin)f e {/ (e —a—bx — ch)Qe_gxdx}
a,b,c)e 0

8) On consideére 'espace vectoriel R” muni de son produit scalaire usuel noté (. | .). Soit f un endomorphisme symétrique
de R™ dont toutes les valeurs propres sont strictement positives.

a) Montrer que
Vo € R"\ {0}, (f(z) | z) >0

b) Soit w un vecteur de R™ et g : R" — R D'application définie par

o) = 5 (F@) | ) — (u | 2

Montrer que g admet des dérivées partielles selon tout vecteur de R™ et les expliciter.
¢) Montrer que g admet un unique point critique noté z.

d) Montrer que g admet un minimum global en z.

9) Soit (ABC) un vrai triangle du plan. Pour un point M du plan, on pose
f(M)=MA+MB+ MC

a) Etudier la différentiabilité de f.
b) En considérant le disque fermé de centre A et de rayon AB+ AC, établir que f posséde un minimum absolu dans le plan.

¢) Soit T un point ot ce minimum est atteint. On suppose que 7' n’est pas un sommet du triangle.
Etablir
e — —
TA i TB L TC g
TA TB TC

d) Montrer qu’alors le point T voit les sommets du triangle sous un méme angle.
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