Préparation a I’Agrégation Interne 2013,
Correction du probleme sur le laplacien discret.

Commentaires préliminaires.

Ce sujet a été librement inventé a partir de la discrétisation du probléme de Dirichlet en dimensions
1 et 2 par la méthode des différences finies, suite & une discussion avec Ludovic Rifford.

Partie I: cas de la dimension 1.

A. Approche algebrique.

A.l.a. On démontre H}V est le noyau de 'application linéaire fy — idy:

v € ker(fy —idy) & Vie{l,....N}  f(v)i=uv
& Vie{2,...,N-1} %:w & venl.

A.1.b. La matrice Fy de fy dans la base canonique de RY est:

1 0 O 07
1 1
2z 0 3
1 1
2 0 3
| 0 0 0 1 |
1 00 1 8 2 8
On a en particulier F3 = % 0 % et Iy = (2) 1 (2) 1
0 0 1 2 2
0 0 0 1
ro 0 O 07
1 1
3 1 3
A.l.c. OnaFN—IN = 0 ) 0
: 1 1
: .
L 0 0O 0 O

La famille des vecteurs lignes est liée (elle contient le vecteur nul), donc le déterminant de cette
matrice est nul.

A.2.a. L’équation homogene pour cette suite arithmético-géométrique est 22 + x + % =0, qui admet

—1 comme racine double. On sait que la suite z,, est alors de la forme (—%)"(ac+ 3 n), et on trouve

a = 8 =1 par identification sur les deux premiers termes, d’ou:

Vn > 1, Ty = <—;> (14+n).

On voit facilement que x,, # 0 pour tout n > 1.



A.2.b. On remarque que det(G1) = —1, det(G2) = 3. Pour n > 1, en développant le déterminant de
G412 par rapport a la premiere ligne on obtient

N[

1
det(Gpy2) = —det(Gpi1) — §det . o ,

=

et en développant le déterminant de droite par rapport a la premiere colonne on obtient
det(Gpy2) = —det(Gpy1) — %det(Gn). On en déduit que det(G,,) = z,, pour tout n > 1, et donc que
det(Gy,) est toujours non nul.

- 0 0
1 :
3 :

A.3. On remarque que Fy — Iy =] 0 GN_2 0 |: la famille des vecteurs lignes est de
1
‘ 2
L O 0

rang au plus N — 2, et puisque la matrice extraite Gny_2 est inversible (car de déterminant non nul)
on en déduit que le rang de Fiy — Iy est N — 2.
Le théoreme du rang indique que la dimension du noyau H}V de fy —idy est N — (N —2) =2.

A.4.a. Soit v € RV, pour i € {1,..., N} on note M; le point de coordonnées (;,y;) = (i,v;).

Si v est harmonique, alors pour tout i € {2,..., N — 1} le point M; est le milieu du segment

[M;_1, M, 1] et donc les points M;_1, M; et M, sont alignés. Comme les points de V' sont distincts
deux a deux, le fait que 3 points consécutifs M;_1, M; et M; 1 soient toujours alignés implique que
tous les points sont alignés : on peut en effet démontrer par récurrence (forte) sur k € {3,..., N}
que My, My, ..., My est sur la droite (My, Ms) (c’est une droite car My # Na) :

e Initialisation : pour k = 3, cela découle du fait que Ms est le milieu de [My, Mj).

o Hérédité : sik € {3,..., N — 1} est tel que M;, Mo, ..., My, est sur la droite (M;, M), alors
les (vraies) droites (M, Ms) et (My—_1, M}) sont confondues, et comme le point My, est le
milieu de [Mj_1, My11] et que ces trois points sont distincts, la droite (Mjy_1, My) est aussi
confondue avec la droite (M, Myy1), donc My 1 est aussi sur la droite (My, My).

Réciproquement, supposons que les points Mj, ..., My sont alignés. Soit alors i € {2,..., N — 1}, les
points M;_1, M; et M;,q sont alignés donc les vecteurs M;_M; = (1,v; —vj—1) et

Mi,lM\iH = (2,vi+1 — vi—1) sont colinéaires. On en déduit de leurs abscisses respectives que
M, M; = %Mi—1Mi+1 et donc v; — v;_1 = % et donc v; = v“ligvz“ Ceci étant valable pour
tout i € {2,...,N — 1}, le vecteur v est harmonique.

A.4.b. Soit v harmonique tel que v; = vy = 0. Dans ce cas M; = (1,0) et My = (N,0), la droite
qui passe par ces points est la droite d’équation y = 0, donc M; = (7,0) pour tout i € {1,...,N}. Le
seul vecteur harmonique v tel que v; = vy = 0 est donc le vecteur nul.

A.4.c. De la méme maniere, 'unique vecteur harmonique v € RY pour lequel v; = a et vy = 3 est
tel que

1 —1

N-1

Vie{l,...,N} v, = a+ (f—a)

A.4.d. Le sev H}V est de dimension 2, une base de H}V est donc une famille libre a deux éléments de
HY,. On peut par exemple prendre la famille (v!,v?) ot v! et v? sont définis par

1 i—1
Vie{l,....N L _ 1-0)~ — .




et
Vie{1,...,N} v =14+ (0—1) =

B. Approche probabiliste.

B.1. Le résultat (R1) affirme que le marcheur partant de la position j sortira “presque strement”
(i.e. avec une probabilité 1) de Uintervalle [min(k,[), max(k,[)], soit en passant par k soit en passant
par [: il a une probabilité nulle de rester infiniment dans Uintervalle [min(k,[) + 1, max(k, ) — 1].

B.2. On remarque que Cs(j,j — 1,7+ 1) = {X7 = =1} et Cs(j,j + 1,5 — 1) = {X7 =1} car le fait
de passer d’abord par j — 1 ou j + 1 en partant de j se décide des le premier pas, donc

P(Cs(j,j— 1§+ 1)) = P(Cs(j, + 1,5~ 1)) = P(XF = 1) = P(X§ = 1) = __

B.3.a. On définit la suite de variables aléatoires (Y,7);>1 sur (€, P) par

1
Vi > 1 Vo= X2

Ces v.a. sont toutes définies sur le méme espace probabilisé, sont deux a deux indépendantes, de
meéme loi

1
Vi>1 P(Yf:—l) = P(Yle) = 5
et on a
‘ n
VieZ VYn>1 ol = j+> Y7
i=1

Donc (63,)jezn>1 est une marche aléatoire sur Z.
B.3.b. On écrit
P(Cs(j,j —1,1)) = Pxs—_1y(Cs(j,j —1,0)) x P(X{ = 1)
+ Pixs—ny(Cs(j, 5 — 1,1)) x P(X{ = 1)

1 . 1 .
= Pus——1(Cs(,J = 1L0) + 5P xp-1)(Cs(5,7 — L,1)
1 1 ) .
= 5 x 1 + §P(CO'(] +17.7 - lvl))
car si I'’événement X7 = —1 se produit alors il en est de méme de I’évenement Cg(j, j —1,1) (d'on
P(Cs(j,5 — 1, Z)\Xf = —1) = 1), et lorsque Xf =1 alors le marcheur suit la marche (07,);ez,n,>1 en

e
partant de la position j + 1 (d’ott P(Cs(j,j — 1,1)| X7 =1) = P(C,(j + 1,5 — 1,1))).
En appliquant (R2) on obtient donc

. 1 1 ) )
P(Cs(j,7—1,1)) = 5t §P(Cs(3 +1,5—1,1)).

B.3.c. En raisonnant comme précédemment on obtient

P(CS(]¢k7l)) = P(Xf:l)(CS(jakal)) X P(Xig = _1) + P(Xf:l)(CS(]7kvl)) X P(Xf = 1)

1 1
- §P(CU(] - lvkvl)) + §P(CU(.7 + 17k7l))
1

= SP(Cs(i—1LED) + %P(Cs(j‘i'la/f»l))-

en appliquant encore (R2).

B.4.a. On déduit de B.3.c que la v.a. Y5 suit la loi de Bernoulli de parametre %



B.4.b. On remarque que pour tout j € {2,...,N —1} on a
E(Yj) = 1 x P(Cs(j,N,1)) = P(Cs(j,N,1)) = 1= P(Cs(j,1,N)).

Pour j = 2, on utilise B.3.b et on calcule :

E(Y:) = 1-P(Cs(2,1,N)) =3 — s P(Cs(3,1,NV)
= SP(Cs(3,N,1)) = yE(ry) = STUEEN

car E(Y7) = 0.
Pour j € {3,..., N — 2}, on utilise B.3.c. pour obtenir

B(Y,) = 1-P(Cs(ji1,N) =1 3 P(Cs(j — 1,1 N) = SP(Cs(j +1,1,N)

= %P(Cs(j —1,N,1)) + %P(Cs(j L1,N,1)) = E) HEGGn)

2
Pour j = N — 1, on utilise un raisonnement analogue a celui de B.3.b. pour obtenir que
P(Cs(N —1,N,1)) = % + %P(C’S(N—Q,N, 1))
et conclure que E(Yy_1) = w (remarque: E(Yy) =1).
B.5.a. Pourie€ {2,...,N—1}ona
u = E(Z) = Ela+ (B —a)¥i) = a+ (8- a)E(Y)
— s (5_Q)E(5@—1) ;FE(YM)
_ ot (B-aEYia)tat (B-a)EViv) _ E(Zi1) +E(Ziy1) _ vier v
2 2 2

et donc v est harmonique.

B.5.b. Puisque v est harmonique, v1 = « et vy = 3, on obtient par identification dans la formule
A.d.c. que

1—1
] 2,....N—-1 E(Y;) =
VZE{a ) } ( ) N -1
et donc N
Vie{2,...,N -1} P(Cs(i,1,N)) = 1 -E(Y;) = N:i

Partie II: cas de la dimension 2.

A. Approche algebrique.

A.0. On vérifie que

a2+ ags+asz+as;
4

ay3+ags4+ass+aze
4

a272:1: et a273:2:

donc A est harmonique.

by 2+bo.3+bs.2+b .
Comme by g = 2 # % = 22t 2’31 321021 ' B pest pas harmonique.
On vérifie que
c12+ce3+c32+c21
4

c13+ceqa+C33+Ca2
4

0272212 et 0273:12

donc C' est harmonique.



A.l.a. Puisque A est harmonique, on sait que

Qi—1,5+ Qi1 + @51 + a4 5+41
4

az?] -

Si a5 = max{ai_Lj,ai+17j,ai,j_1,ai7j+1} alors

Ai—15 + Qiv1,5 + Qi j—1 + Qi j+1 < 4 x max{a;—1j, G115, Qi j—1, Qi j41}
4 - 4

et donc I'inégalité est une égalité, d’ou a; ; = a;—1,; = ai+1,j = a;j—1 = a; j+1. Ceci est donc une

condition nécessaire, qui est évidemment suffisante.

ajj = = Qi

A.1.b. On pose a :=max{a;; : (i,j) € I} et on suppose que
a>max{a;; : (4,7) € J\ I}
On remarque que cela implique que o« = max{a;; : (i,7) € J}
On définit
k := min {2 : H(i,j) el Qi = 04}
et on choisit [ € {2,..., N — 1} tel que a;; = o
On démontre d’abord par ’absurde que k£ = 2. Si on suppose k > 2, on déduit de la question
précédente et du fait que a« = max{a;; : (4,5) € J} que
Q1 = Qkg—1,1 = Ak,l+1 = Ak+1,] = A 1—1-

Or puisque k > 2 on remarque que (k — 1,1) appartient a I, et comme aj_1; = o on obtient une
contradiction avec la définition de k. On a donc prouvé que k = 2.
On applique & nouveau le fait que o = max{a;; : (¢,7) € J}, et on obtient de méme que

G2 = Q1] = G21+]1 = 43 = A21-1-
Or (1,1) appartient & J \ I, et donc
a < max{a;; : (1,7) € J\ I}
en contradiction avec I'hypothese de départ, ce qui conclut la preuve.

A.l.c. On pose B = —A. Puisque B est harmonique, en lui appliquant le résultat de A.1.b. on
obtient

min{a;; : (4,5) € I} > min{a;; : (¢,7) € J\ I}.
A.1.d. Sia;; =0 pour tout (i,j) € J \ I alors
min{a;; : (4,7) € J\ I} = max{a;; : (4,5) € J\I} =0
D’apres les deux questions précédentes on obtient alors que
0 < min{a;; : (4,7) € I} < max{a;; : (4,j) €1} < 0
et donc tous les coefficients de A sont nuls.

A.2.a. Par définition de g, si A est dans son noyau alors en particulier g(A); ; = 0 pour tout
(i,7) € I, et donc
i1, T Qit1,j + Qi j—1 + Qi j+1

1 .

V(Z,j) el aij =
Ainsi si g(A) = 0 alors A € HY, .

A.2.b. Si A est dans le noyau de g, alors en particulier g(A); ; = 0 pour tout (¢,5) € J \ I. De plus,
A est harmonique d’apres la question précédente. On conclut alors de A.1.d que tous les coefficients
de A sont nuls: le seul élément du noyau de g est donc la matrice écornée A dont tous les coefficients
sont nuls, donc ’application linéaire g est injective.



A.2.c. L’endomorphisme g : E' — E étant injectif, il est bijectif. Soit alors (b; ;)
Iélément C' = (c; j)(; j)es de B par

V(i,j)e J\I cij = bij,
V(Z,]) el Cij = 0.

ijyes\r, on définit

Puisque g est bijectif, C a un unique antécédent par g, qui est I’'un unique élément A = (az‘,j)(z’,j)e J
de E harmonique et tel que

V(’L,]) S J\I Qi j = bi,j-

A.2.d. On déduit de la question précédente que la dimension de HJQV i est 2N + 2K — 8.

B. Approche numérique.

B.0. On obtient

1 2 12 12
Ar=10 3 2 0|, A=1]0q1 2 0], A3=1]0%8 S ¢
2 1 2 1 2

B.1. Comme A est harmonique, on obtient directement des définitions que h(A) = A, donc A est un
point fixe de h sur Ej.

Soit C' = (¢;,5)(i,j)es un point fixe de h sur £,. Comme h(C) = C, on en déduit que C est une
matrice écornée harmonique. De plus, comme C' appartient a Ej on sait que ¢; ; = b; ; pour tout
(1,7) € J\ I. D’apres la question A.2.c., on obtient que C'= A. On a donc obtenu que A est I'unique
point fixe de h sur Ep.

B.2.a. Soit D € E. Pour alléger les notations, on note (c; ) jes = M(D — A). On a alors:

di1j —ai—1j +div1j — i1y +dij—1 — aij—1 + dijr1 — @it

sup |¢;j| = max
(i,5)el " (i,5)el 4
ey [Gim1d = Gictg] +div1g — @iyl i1 — aigoa| + ldij1 — g
T (el 4
< max |d;;—a;i] = [|[D—A
< (m,)eJl ij —aijl = | lloo
et comme
max e j| = max |dij—aij| < [[D— Ao
(4,)eJ\I (i.5)eI\I

on obtient I'inégalité demandée.

B.2.b. Puisque h est linéaire et A est un point fixe de h on a

Vn >0 [Ant1 = Alleo = [|(An) = A(A)]lc = [[M(An = Aflec < [[An — Allo

et donc la suite (|4, — A||oc)n est décroissante.
On en déduit que

Vn >0 [Anlloo < [[An = Alloo + [[Allco < [[A0 = Alloo + [[Allco =: M.
B.3.a. Soit D € E}, avec D # A. On sait par la question B.2.a. que ||h(D — A)|loc < ||D — A/, €t

on montre par 'absurde que ||A(D — A)||co # ||D — A||oo- Pour alléger les notations, on note
(cig)ajyes == h(D — A). Puisque D € Ej, on a ¢; ; = 0 pour tout (i,j) € J \ I, donc

1D = A)[loo = max{le; ] : (i,5) € I}.



Soit k:=min{i > 1 : 3, |¢; ;| = ||h(D — A)||} et soit [ tel que cx; = [[A(D — A)||oc. Comme D # A

et c1; =0 pour tout j € {2,..., N — 1} on a nécessairement k # 1 et donc k£ > 2. De méme, [
appartient forcément a {2,..., N —1}. Alors si [|A(D — A)||oc = ||D — A||oc 00 a :
1D = Allse = [[R(D = A)lloc = |ck,l
_ | dre—1g —ak1g ey — Gkprg +dpgo1 = aggo1 + diign — Gk
4
\di—10 — ar—1,1| + |dk1,0 — @k + |dig—1 — aji—1| + |djip1 — ag 141
- 4
< max |dj; —a; | = ||[D—A
< ax Moy —aiy| = D= Al

et donc les inégalités sont des égalités. En particulier
lck—14] = [dk-10 — ar—11] = ||R(D — A)l
ce qui contredit la définition de k, et termine la preuve.

[[7(D=A)|o

B.3.b. Soit a €]0, M], alors I'application D DAl est bien définie et continue sur le compact

{D € Ep:||D— Alls € [, M]} (il faut remarquer que cet ensemble est fermé et borné dans E, qui
est de dimension finie), donc elle atteint son maximum £ en un élément D’ de ce compact. Comme
a>0onaD # A, et dapres la question précédente, on a nécessairement

_ IA(D = Al

g = < 1.
I1D" = All

B.3.c. La suite (||A;, — A||oo)n est positive et décroissante, donc elle a une limite positive.
On démontre par ’absurde que cette limite est nulle. Supposons que cette limite soit o > 0, alors en
appliquant le résultat de la question précédente on obtient qu’il existe 8 €10, 1[ tel que

VDeEp D Alw € o, M] = (D - Al < FID - Al
Puisque A,, € Ep et |4, — A||c € [, M] pour tout n > 0, on a donc
vn >0 [Ant1 = Alloo < BllAn — Alloo < .. < 8" Ao — Allco-

Comme 0 < 8 < 1, on en déduit que (||An — Al|s)n tend vers 0, ce qui contredit I’hypothese de
départ, et achéve la démonstration.

FIN.



