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exercice n° 1 : Limites, continuité, différentiabilité, régularité

sin(x)? + sin(y)?
sh(z)? + sh(y)?
20y

n (0,0), en discutant

1) Limite de (z,y) — en (0,0)

2) Limite de (z,y
selon « et 3

3) Limite de (z,y, z) —

)

xyz

——— ¢

r+y+z

Tty

22 — 2 + 22

5) Soit f:R — R de classe C.
Etudier la continuité de :

n (0,0,0)

4) Limite de (z,y, 2z) — en (2,—2,0)

F: R — R
S GO
6) Montrer que f : E — FE . est conti-
) 1+ [fal]?

nue sur E, et montrer que f(FE) est bornée.

IR S B

22 fy?— 2242
geante par continuité en (0,0,0,0), on précisera
le domaine de définition.

8) Sip €N, soit :

7) (z,y,2,t) — est-elle prolon-

. 1

fot (@) € RA{(0,0)} = (& +y)” sin———

Vet +y

a) Condition nécessaire et suffisante pour que f,
se prolonge par continuité en (0,0) 7

b) La condition de a) étant remplie, condition
nécessaire et suffisante pour que le prolonge-
ment obtenu soit différentiable en (0,0) 7

9) On pose

2 _ .2
=y
flz,y) = wym
pour z,y réels non tous deux nuls.
La fonction f admet-elle un prolongement conti-
nue & R?? un prolongement de classe C*? C??

10) Soit :

f: R*={(0,00} — R

(z,y +— f(z,y) = (2® — y*)In(z® + )

a) Est-il possible de prolonger f par continuité en
(0,0)7

b) Etablir que f est de classe C' sur R? —
et, sans calculs, établir

0 0
%(%i‘/) = _%(yax)

{(0,0)}

¢) La fonction f est-elle de classe C' sur R??

11) Soient f : R — R une fonction de classe C* et

F :R*\ {(0,0)} — R définie par
f@®+y*) - f(0)
3:2 + y2

F(x,y) =

a) Déterminer lim F(x,y). On prolonge F

(z,y)—(0,0)
par continuité en (0,0) et on suppose de surcroit
f de classe C2.

b) Justifier que F' est différentiable en (0,0) et y
préciser sa différentielle.

¢) Montrer que F est de classe C'.

exercice n° 2 : Calcul différentiel

1) Soit f: R* — R une fonction de classe C.
On dit que f est homogene de degré a € R si, et
seulement si,

vVt > 0,¥(x,y) € R?, f(t, ty) =t f(z,y)
a) Montrer que

8]"Jr of

¥ ox 8y =af

b) Etablir la réciproque.
2) Soit f:R? — R de classe C' telle que

0 0
Y(z,y) € RQ,xi(%y) + yaijc

o (z,y) =0

Montrer la constance de ’application suivante

2
QT f(rcost,rsint)dt
0
3) Soient f € C*(R?,R) telle que
2 2
o°f Lo o°f _0
dz2 ' 9y?

et g(r,t) = f(rcost,rsint).

a) Trouver une relation liant

9 (.99 P9
or T@r ot?
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b) Montrer que

2m
QT f(rcost,rsint)dt
0
est C? sur R et que (r¢'(r)) =0
¢) Conclure que ¢ est constante.
+oo
4) Soit Z an 2" une série entiere de rayon de conver-

n=0

gence R > 0.
Pour (z,%) € R? tel que 2% + y*> < R?, on pose

+oo
fl@y) = an(z+iy)"
n=0

Etablir
of %
oz Oy

exercice n° 3 : Recherches d’extrema

1) Déterminer les extrema locaux et globaux de
fla,y) =2 +y° — 3wy

2) Extrema locaux et globaux de
f(@.y) = y(a® + (Iny)?)

3) Soit a > 0. Montrer que

a
fr@y) —r+y+—
ry

admet un minimum strict sur (R™*)?

4) Soit D I’ensemble des couples (x,y) € R? tels que
z20,y>20etz+y<1.

a) Montrer que D est une partie compacte de R2.
b) Soient a > 0,b > 0,¢ > 0 et f: D — R définie
par :

flay) =21 -z —y)°

Montrer que f est continue sur D.

¢) Déterminer

sup  f(x,y)
(z,y)€D

exercice n° 4 : EDP

1) Résoudre sur R? I’équation aux dérivées partielles

of of

. u=2r+y
ax(xay) _337y(x’y) =0 via {

v=3r+vy

2) En réalisant le changement de variables

u=zy

v=uz/y
déterminer les fonctions f : R*™* x R™ — R de
classe C? solutions de ’équation aux dérivées par-

tielles ) )
207 L0°f

vl p2Y)
Yo Y Oy?

3) On note U l'ensemble des (x,y) de R? tels que
x> 0et E = CP°(U,R). Soit f : U — R et
a € R; on dit que f est homogene de degré
a si f(te,ty) = t*f(x,y) pour tous t € R
(z,y) € U. On pose :
¥f € E(w.) € Ua(f)(en) = o5 (2.0 4 (a0)
a) Déterminer ker ®.

b) Soit f € E. Montrer que f est homogene de
degré « si, et seulement si, ¢(f) = af.

¢) Résoudre ’équation d’inconnue f € E,

O(f) = h, h étant la fonction qui a (x,y) associe
(12 +y2)3/2my.

Une grande partie de ces exercices, pour beaucoup de grand classiques, sont extraits de ’excellent site :

http ://mp.cpgedupuydelome.fr
On peut y trouver tous les corrigés.
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